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INTRODUCCION

La presente obra fue escrita con la idea de proporcionar, tanto al
alumno como al maestro del primer grado de educacion media ba-
sica, un auxiliar que facilite su labor en el aula.

El libro se hizo considerando los lineamientos que sefala el pro-
grama oficial vigente y es un desarrollo completo de éste. Sin em-
bargo las ocho unidades en que se presenta el material fueron elabo-
radas con bastante independencia unas de otras; de tal manera que
cada maestro puede estudiarlas con sus alumnos en el orden que juz-
gue conveniente, seglin los intereses ¢ las caracteristicas del grupo.

Ademads creemos que esta independencia dada a las unidades,
permitira al profesor decidir, sin ningn perjuicio para el curso, cui-
les de ellas deberdn estudiarse a fondo y cuales podran verse un
tanto superficialmente, de acuerdo con las exigencias de tiempo o
segln las necesidades de los alumnos.

Estamos convencidos que ninguna obra es perfecta y que, en el
caso especifico de este libro, serdn los maestros quienes con sus
opiniones y sugerencias, habran de ayudarnos a mejorarlo para be-
neficio de la juventud estudiosa de México.

Los autores.
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GEORG CANTOR (1845-1918)

Matemadtico alemén, creador de la teoria de conjuntos

PRIMERA UNIDAD

LOGICA Y CONJUNTOS

1. PROPOSICIONES

Al leer un libro, al conversar, al escuchar la radio, etc. Nos en-
contramos constantemente con una gran diversidad de expresiones.
Algunas de estas expresiones poseen cierta caracteristica que nos
permite distinguirlas de las demais.

La caracteristica a que nos referimos es que son calificables de
falsas o verdaderas. En cambio otras expresiones, como veremos a
continuacién, no poseen esta caracteristica.

Veamos las siguientes expresiones.

a) Lima es la capital del Peru.

b) 3 es menor que 4.

¢) Saturno es el mayor planeta del sistema solar.
d) Problemas de regla y compas.

e) (En que afio naciste?

Observe usted que podemos calificar de falsa o verdadera cada
una de las tres primeras expresiones. Sin embargo, con las dos Glt-
mas esto no tiene sentido.

Ejercicio 1, A la derecha de cada una de las siguientes expre-
siones. escriba V si es verdadera, F si es falsa, o bien, NC si consi-
dera que la expresién no es calificable.

a) La capital de Suecia es Estocolmo.

b) 4 +1=5.

¢) Isaac Newton fue un matemitico francés.

d) 18 es miltiplo 3.

e) El agua esti formada de oxigeno e hidrégeno.
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f) Reglas de buen comportamiento y urbanidad.
g) El 5 es un ntmero primo.

h) El mercurio no es un metal,

i) ¢Qué hora es?

1) 4 es divisor de 44,

Agqui llamaremos proposicién légica a toda expresion que puede
ser calificada de verdadera o falsa.

2, PROPOSICIONES ABIERTAS

Seguramente usted habrd observado en algunos cuestionarios,
expresiones como la siguiente:

es el autor de “Los Tres Mosqueteros”,

Si sobre esta linea escribimos Alejandro Dumas, obtendremos
una proposicion verdadera. Si sobre la linea escribimos un nombre
diferente de Alejandro Dumas obtendremos una proposicién falsa.

Observe usted que antes de escribir un nombre sobre la linea, es
imposible calificar 1a expresién de falsa o verdadera.

A expresiones como las siguientes les llamaremos pProposiciones
ahiertas,

descubrié América en 1492.

€s un mes cuyo nombre empieza con M.
€5 menor que 8
= 1+ 8=230;

Ejercicio 2. En cada inciso, a partir de la proposicién abierta,
obtenga una proposicion légica. (Puede ohtener proposiciones verda-
deras o falsas.)

a) es un namero impar.
b) Las guerras pumnicas fueron entre cartagineses y
c) < 8.

d) descubrié el Océano Pacifico.
€)  es multiplo de 9.

£) inventd el fondgrafo.

g) La es un ave zancuda.

h) 9=2 -+

i) x— 6 =4,

i) es el planeta més cercano al Sol,

PRIMERA UNIDAD — LOGICA Y CONJUNTOS 13

3. PROPOSICIONES Y CONJUNTOS

Cuando un zoologo estudia los diferentes tipos de abejas, le re-
sulta 1til considerar el conjunto de todas las abejas.

Cuando un profesor de matematicas estudia algunas propiedades
de los numeros naturales, le serd 1til considerar el conjunto de todos
los niimeros naturales.

Al conjunto de todos los elementos que se consideran durante un
determinado estudio, frecuentemente se le llama conjunto univer-
sal y se le denota con la letra U. Asi, el zodlogo mencionado ante-
ricrmente puede llamar conjunto universal al conjunto de todas las
abejas y denotarle con U. También el profesor de matematicas pue-
de llamar conjunto universal al conjunto de los numeros naturales
y llamarlo U.

Consideremos ahora como conjunto universal, al conjunto de me-
ses del ano, Esto es,

U = {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, julio, agosto,
septiembre, octubre, noviembre, diciembre}

(Frecuentemente denotaremos un conjunfo escribiendo una lis-
ta de todos sus elementos entre llaves.)

Consideremos ademas la siguiente proposicion abierta,

es un mes cuyo nombre termina con €.

Observe usted, que esta proposicién determina un conjunto, pre-
cisamente el conjunto de meses que hacen la proposicién verdade-
ra. Es decir, determina el conjunto

{septiembre, octubre, noviembre, diciembre}.

Ejercicio 3. En cada inciso describa el conjunto que determina
la proposicién abierta.

a) U = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domin-
goj.

El__ _  es un dia de 1a semana cuyo nombre termina con s.
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b) U es el conjunto de los digitos. Es decir, i) U=1(0,1,2, 3 4,5,6,7,8,9)
U=1{0,1,2,34,5,6,7, 8, 9}.

&+ 6= 10.
es un digito impar. » '

Seguramente usted habrd observado que en el ejercicio anterior
hay algunos casos en que todos los elementos de U hacen verdadera
es menor que 7. la proposicién abierta; en otros casos esto sélo sucede con algunos
elementos de U. Y ademés también hay casos en que mingun ele-
mento de U hace verdadera la proposicién abierta.

¢) U es el conjunto de los digitos.

—

d) U es el conjunto de planetas del sistema solar. Ejercicio 4. En relacién al ejercicio anterior, diga en qué in-
x

: cisos:
es un planeta del sistema solar. o

a) Todos los elementos de U hacen verdadera la proposicidn

= abierta.
e) U es ¢l conjunto de los nimeros naturales. ) b) Algunos elementos de U hacen verdadera la proposicion abier-
' d ta.
© es un divisor de 8. L i .
' ¢) Ningin elemento de U hace verdadera la proposicién abierta.
: 3 . - . 4, DIAGRAMAS DE VENN

£) U es el conjunto de consonantes del aifabeto espafiol.

es una consonaunte de la palabra Brasil, Para visualizar algunos conjuntos es conveniente a veces utilizar

algunas figuras. Por ejemplo, podriamos representar al conjunto U
de todas las palabras del castellano con un rectdngulo.

e

g) U es el conjunto de los nameros naturales. U

es un divisor de 12.

h) U = { rojo, anaranjado, amarillo, verde, azul, indigo}.

El es un color primario.

i) U es el conjunto de los nimeros naturales.
Consideremos ahora la proposicién abierta siguiente:

‘es palabra aguda del castellano.
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Como hemos visto anteriormente, esta proposicién abierta deter-
mina un conjunto. En este caso el conjunto de palabras agudas del
castellano, al cual Ilamaremos A. %
Este conjunto puede ilustrarse en el conjunto universal, de la
siguiente manera:

U

En este diagrama la regién coloreada representa el conjunto de
palabras agudas del castellano. La region del rectangulo que no esta
coloreada representa las palabras del castellano que no son agudas.

Esto es,

u Palabras
agudas del
castellano

| —
Palabras
del castellano
gue no sS0M
agudas

Diagramas como éste reciben el nombre de diagramas de Venn.

5. UNION DE CONJUNTOS

Consideremos ahora como conjunto U a los doce meses del afio.
También consideremos las proposiciones abiertas siguientes:

PRIMERA UNIDAD — LOGICA Y CONJUNTOS 17

es un mes cuyo nombre lleva la letra 4,

£s un mes cuyo nombre termina con la letra o.

Estas proposiciones nos determinan dos conjuntos que llamare-
mos A y B respectivamente.

A = {marzo, abril, mayo, a4gosto}

B = {enero, febrero, marzo, mayo, junio, julio, agosto}

A partir de estos dos conjuntos construiremos un tercer conjun-
to con todos los elementos que estdn ¢n A o en B (o en ambos).
Este conjunto es llamado la union de A y B vy se simboliza A U B.

A U B = {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio, julio, agosto}

Observe que este conjunto se determina también con la siguien-
te proposicién ablerta.

es un mes cuye nombre lleva la letra a o
termina con la letra o.

En general decimos que:

La unién de conjuntos puede ilustrarse mediante un diagrama.
En este caso resulta el siguiente:

Meses cuye nombre
lleva a vy termina en o,

/

Meses cuyo
nombre
Meses cuyo™ { tg;r};m;a

nombre lleva o

AUB
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Veamos otro caso. Consideremos el conjunto U de todos los
nitmeros naturales, y las proposiciones abiertas.
= es un numero menor que 7.

- es un divisor de 35.

[ifh

Como antes, llamemos A y B respectivamente a los conjuntos
determinados por estas proposiciones abiertas.

A=1{1,2,3,4,5,6)
B = {1,5,7,35}
Construimos el conjunto A U B con los elementos que pertenecen
a A oaB (oaambos).
AUB=1{1,23,4 5,6,7, 35}
Observe que este conjunto también queda determinado con la
proposicion.
= es un numero menor que 7 o divisor de 35.
Ejercicio 5. Encuentre el conjunto unién que se pide en cada
inciso.
a) Dados los conjuntos,
A = [América, Europa)}

B = {Asia, Oceania}

A L B = -

b) Si M = {a, b,c}, N = {e.f, g}. R = {g, h, i}, entonces
MUN-=
NUR=
MUR=
Ejercicio 6. En cada inciso construya los conjuntos determina-
dos por las proposiciones abiertas. Obtenga la union de estos con-

juntos y diga qué proposicién abierta determina este conjunto. Uti-
lice diagramas para ilustrar los conjuntos,

a) U es el conjunto de letras del alfabeto castellano:

es una consonante de la palabra “biologfa™

es una consonante de la palabra “tiempo™.

s

=

PRIMERA UNIDAD — LOGICA ¥ CONJUNTOS 19

b) U es el conjunto de los numeros naturales.

es un divisor de 14

es un divisor de 15
¢) U es el conjunto de meses del afio,

es un mes cuyo nombre empieza con vocal.

€s un mes cuyo nombre empieza con m.
d) U es el conjunte de los nimeros naturales.
£ €s un numero menor que 3
! es un divisor de 8
e) U es el conjunto de planetas del sistema solar.

es un planeta cuyo nombre termina en o.

es un planeta cuyo nombre empieza con m.

. INTERSECCION DE CONJUNTOS

Consideremos el conjunto U de los dias de la semana y las si-
guientes proposiciones abiertas.

El _ es un dia de la semana cuyo nombre lleva la
letra i.

El ____ es un dia de la semana cuyo nombre leva la
letra .

Estas proposiciones determinan los conjuntos

Formemos un conjunto con los elementos que pertenezcan tanto
a A como a B. Este conjunto se llama interseccién de A y B y se
denota A N B.

AN B = (e

Observe que este conjunto también queda determinado con la
Proposicion ;
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El______ esun

~ En general decimos que:
La interseccion de dos conjuntos es el conjunto formado

por todos los elementos que pertenecen a ambos conjuntos.

Veamos otro caso, Consideremos el conjunto U de todos los nu-
meros naturales v las proposiciones abiertas.

- es un numero menor gue 9,
7 es up nuamero mayor que 6.

Estas proposiciones determinan los conjuntos:

Con los elementos comunes a A y B, formamos la interseccion

de estos conjuntos.

ArB={:

Como antes. observe que este conjunto también queda determi-
nado con la proposicién,

~ es un numero
Podemos ilustrar lo anterior mediante el siguiente diagrama.
Niimeros

menores que 9
/y mayores que 5,

Numeros
MAavores
%
gue 5.
Nﬁmeros//z
ImMEenores
que 9.

PRIMERA UNIDAD — LOGICA V CONJUNTOS 21

Ejercicio 7. En cada inciso construya los conjuntos determina-
dos por las proposiciones abiertas. Obtenga la interseccién de esos
conjuntos y diga qué proposicién abierta determina este conjunto.
Use diagramas para ilustrar tales conjuntos.

a) U es el conjunto de letras del alfabeto castellano.

€s una consonante de la palabra “historia”,

€s una consonante de la palabra “taller”.
b) U es el conjunto de los niimeros naturales.
es un namero mayor que 7.
es un numero menor que 12.
c) U es el conjunto de los niimeros naturales.
es un divisor de 12.
€s un numero menor que 8.

d) U es el conjunto de los estados de la Repiiblica Mexicana.

es un estado que colinda con Estados Unidos.

es un estado con costa,

e) U es el conjunto de los ntimeros naturales.

€S un numero menor que 5.

- €S un numero mayor que 5.

7. PRODUCTO CARTESIANO

En un restoran ofrecen sopa de almejas, de berros o de camarén
¥ tres guisados: robalo, salmdn o ternera. ¢Cuales son las diferentes
formas en que puede usted ordenar una sopa y un guisado? Usted
puede elegir almejas y robalo, almejas y salmén, almejas y terne-
ra, etc.

Para ahorrarmos trabajo, al escribir las diferentes selecciones,
indiquemos el conjunto de las sopas ¥ el de guisados inicamente con
su letra inicial. Esto es,

S ={a b, c} G={rs t}
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Entonces, las diferentes maneras de pedir una sopa y un guisado
somn:
{(a,7), (a,5), (a,t), (b,7), (b,s5), (b, t), (c,7), (c,8), (¢, t)}
(La primera pareja indica almejas y robalo, la segunda, alme-

jas y salmon, etc.)

Este conjunto de pares ordenados es el producto cartesiano de los
conjuntos Sy G, y se denota § X G.

El producto cartesiano puede representarse graficamente. Por

ejemplo, el conjunto § X G puede representarse asi:

f———————@-(a, ) @—(b, t)—@-(c, 1)

S @2 5) — @(b. 5)—@(c, 5)

r— @27 @ (b r) g (c7)

En general:

Ejercicio 8. Obtenga los siguientes productos cartesianos y re-

preséntelos graficamente.

b) € = {0, P, q)

a) A= {a, b)
AXB= G%x D=

PRIMERA UNIDAD - LOGICA Y CONJUNTOS

c) PZ{m, n) o
9= 5. 8.7, 8 {sziﬁihﬁ
Px Q=
QX P= Mx N =

e) E={f g.h G =11 3
S={ij & 1) f) G=1(1,2 3 4

ki CxXQ=

Consideremos ahora e] conjurnto
§=1{1,2, 3,4, s, 6}

Y representemos el producto cartesiano § x § en un diagrama

6 (I,[ 6)(2i6) (3,'6) (4, 6) (5_,)6) (6

5 (1,‘ 5)(2)5)(3!35) (4 5) (5,’ 5) (6

Lo
Ly
4 (1,‘ 4) (2! 4) 3! 9y ¢4l 0 (5,' 4) (SJ 4)
B

3 (1/3)2!'3)(3 3) (4] 3)(5!3) (6

2 (1, 2) (9'_2_)(3, 2)(4/2) (5! 2) (6) 2)

1 (1/1) (2)1) (3| 1) (4/1) (5! 1) (6, 1)

1 2 3 4 5 6

O
‘ bserve usted que las componentes de los pares ordenados in-

dicados co '
n color hacen verda o B .
de dos variables. dera la siguiente proposicién abierta

— . ¢es el doble de =

Al conj
I conjunto de los tres pares ordenados indicados con color le

llamaremos una relacién en § x §.
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Ejercicio . Obtenga en el producto anterior S X S la relacion
determinada por la proposicién abierta

es menor que
(Puede ayudarse con el diagrama anterior, )

Ejercicio 10. En el siguiente diagrama esta indicada con color
una relacién en § X S,

(1, 6)
£ (2, 5)
o (3, 4)
: (4, 3)
L

. (5,2)
1 (6, 1)

1 2 3 4 5 6

Indique cual es la propisicién abierta que determina la relacién
mencionada. .

También podemos representar una rglacion por medio de' otéo
tipo de diagramas. Por ejemplo, la relacién en S X S deterrm,r}a a
por la proposicion  es ¢l doble de , puede representarse asi:

PRIMERA UNIDAD — LOGICA Y CONJUNTOS 5

El conjunto de la izquierda recibe el nombre de dominio y el de
la derecha de codominio.

Cuando en una relacién, a cada elemento del dominio correspon-
de sélo un elemento del codominio, la relacién se denomina funcién.

Ejercicio 11. Construya diagramas como el anterior para las
relaciones mencionadas en los dos ejercicios anteriores y diga si

las relaciones son funciones.
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Pagina de un manuscrito latino del siglo xv. En ella aparece una tabla de

multiplicacién, cuya forma se le atribuye a Boethius

' SEGUNDA UNIDAD

OPERACIONES CON NUMEROS
NATURALES

En esta unidad estudiaremos las operaciones con nimeros na-
turales y veremos qué propiedades tienen esas operaciones para
aplicar luego ese conocimiento en la resolucién de ecuaciones y
problemas.

I. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES
Y EL CERO

1. CONJUNTOS COORDINABLES

Iniciemos nuestro trabajo estudiando el concepto de conjuntos
coordinables.
Consideremos, por ejemplo, los siguientes conjuntos A y B.

AO B.
|
|
Ahora formemos parejas con los elementos de A y B tomando
un elemento de A y uno de B sin repetir ninguno de ellos. Para in-

dicar qué elementos forman pareja podemos usar lineas, como se
muestra a continuacién:

DDDD
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Aqui en particular, observamos que en ninguno de los dos con-
juntos quedaron elementos sin formar parte de alguna pareja. En
casos como éste decimos que los conjuntos A y B son coordinables.

Si con el procedimiento anterior formamos parejas con los ele-
mentos de dos conjuntos y ocurre que en alguno de ellos sobra al-
gin elemento, entonces decimos que los conjuntos no son coordi-
nables,

Por ejemplo, los siguientes conjuntos no son coordinables,

Ejercicio 1. En cada inciso diga si los conjuntos dados son co-
ordinables o no.

a) b) El conjunto de estaciones
del afo.
¢) El conjunto de dias de la d) {a, e, i, 0, u}

semana. El conjunto de no- {a, b, ¢, d, e, T}

tas de la escala musical.
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e) El conjunto de meses del £) {w, x, vy, z}
ano.

Es facil darse cuenta que los conjuntos coordinables tenen el
mismo nuimero de elementos,

Ejercicio 2. Diga usted cudntos elementos tienen los siguientes
conjuntos, Escriba primero entre llaves la lista de los elementos de
cada conjunto, como se hace en el inciso a).

a) El conjunto T formado por las letras de la palabra Coatza-
coalcos.

T=/{c o0 at z I s} 7 elementos.
b) El conjunte D formado por los dias de la semana.
¢) El conjunto M formado por los meses del ano.

d) El conjunto P formado por las dreas que se estudian en pri-
mer afio de secundaria.

e) El conjunto Q formado por las consonantes de la palabra
matematicas.

Usted habrd observado que para indicar cuintos elementos tie-
ne un conjunto empleamos alguno de los numeros 1, 2, 3, ... Es
decir. usamos algin namero natural.

2. LOS NUMEROS NATURALES Y EL CERO

En muchas clinicas médicas, previamente a las consultas se re-
parten fichas numeradas. La persona que numera las fichas emplea
para ello numeros naturales, Esto es, la persona utiliza algunos de
los elementos del conjunto N = {1, 2, 3, 4, 5, ...}

En este conjunto de nameros, dado cualquier elemento sabemos
cudl es el siguiente o sucesor. Por ejemplo, el siguiente de 3 es 4,
el siguiente de 7 es 8, ete, El 1 no sigue a ningin numero natu-
ral, es el primer numero natural.
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Fs por eso que, una vez repartidas las fichas, cada paciente
sabe cuindo es el siguiente en pasar a consulta y, en particular,
el paciente con la ficha 1 sabe que no es €l siguiente de ningun
otro paciente, sino que serd el primero en pasar a consulta,

Habri usted observado que al indicar el conjunto de los n-
meros naturales no es posible escribir la lista de todos sus elemen-
tos. Por eso se emplean puntos suspensivos, para indicar que la lis-
ta continia indefinidamente.

N=1(1,2 8 4,5 6, ...},
N=(1,29 3, ...}

Para que nuestro estudio sea mds completo, necesitamos consi-
derar el conjunto que tiene como elementos al nimero cero y a los nu-
meros naturales. A tal conjunto lo denotaremos con W, de modo que

W":{O» 1: 2:' 3) 4) "'}a

y serdn los elementos de este conjunto los que tomaremos para efec-
tuar operaciones aritméticas.

3. RECTA NUMERICA

A fin de visualizar algunas velaciones y propiedades de los ni-
meros se utiliza la siguiente representacién grafica:

SEGUNDA UNIDAD — OPERACIONES CON NUMEROS NATURALES 31

- | | | I | | [l
T T 4 T T T T

01 2 3 4 5 6

En esta representacion, a cada elemento de W se le asocié un
punto de una recta con las siguientes condiciones:

la. A nimeros consecutivos se les asociaron puntos consecu-
tivos.

2a. La distancia entre dos puntos consecutivos cualesquiera es
siempre la misma.

Otras representaciones pueden ser

| | i |

i 1 L
< T T T

T T T 2
0 1 2 3
o : : . : —t
0 1 2 3 4 5 6

Note usted que la distancia entre dos puntos consecutivos se
puede elegir arbitrariamente,

Para ilustrar posteriormente algunas operaciones es convenien-
te a cada numero asociarle también un desplazamiento, como se
muestra en los siguientes ejemplos.

S ) S
1) —t >
0 1 2 3 4 5 6
4
2] >
01 2 3 4 5 8
, 4
3) >
0 1 2 3 4 5 6

Observe usted que el desplazamiento queda indicado por una
flecha y que ésta la podemos dibujar empezando en cualguier punto.

Ejercicie 3. En cada uno de los siguientes incisos indique des-
plazamientos que correspondan a los ntumeros dados. Trace la fle-
cha a partir del punto sefialado, como se hace en el inciso a).
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a) El desplazamiento correspondiente a 3, trazado a partir del
punto 2.

0 1 2 3 4 5 B 7

=

b) El desplazamiento correspondiente a 5, trazade a partir del
punto 0.

¢) El desplazamiento correspondiente a 3, trazado a partir del
punto 2.

d) El desplazamiento correspondiente a 7, trazado a partir del
punto 1.

e) El desplazamiento correspondiente a 6, trazado a partir del
punto 2.

A
]

Ii. OPERACIONES CON NUMEROS NATURALES

1. ADICION

La unién de conjuntos sirve de base para comprender en qué
consiste la adicion. Por ejemplo, si preguntamos a un hino que no
conoce las tablas de sumar, cudntos son cuatro mas dos, para dar
su respuesta primero considera cuatro dedos en una de sus manos
y dos dedos en la otra; luego junta las manos, cuenta los dedos que
muestra en ellas y nos contesta: “son seis”,

(Tendré siempre seis elementos la unién de un conjunto de cua-
tro y otro de dos elementos?
Veamos el siguiente ejemplo:

En una familia, cuatro personas practican la nataciéon y dos jue-
gan fatbol. Sin embargo, la familia sélo tiene cinco miembros. ;Es
posible esto? Observe la siguiente ilustracién:
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Juegan fitbol

Practican la natacién

Como se ve en el ejemplo anterior, el nimero de elementos de
la unién no es 6. En este caso, los conjuntos tienen un elemento
comun; la persona que juega fitbol y también practica la natacion.

Resumiendo las ideas principales de los ejemplos anteriores, po-
demos decir que para sumar 4 y 2 procedemos como sigue:

Consideramos dos conjuntos ajenos A y B de 4 y 2 elementos,
respectivamente, y formamos A U B. El nimero de elementos de
A U B eslasuma de 4 y 2, y se denota 4 + 2.

En general,

Problema. Se organizd una excursién con los miembros del club
de danza y el club de teatro de una escuela, El encargado de com-
prar los boletos pregunté cudntos alumnos habia en el club de dan-
za y cuantos en el club de teatro. Al subir al autobts not6 que le
sobraron 12 boletos, a pesar de que no faltaba ningiin miembro de
esos clubes., ;Cémo se explica esto amigo lector?

Usted aprendié en la escuela primaria a utilizar las palabras
sumando y suma para referirse a los niimeros que intervienen en
una adicién de nitmeros naturales.

Ejemplo
3 4+45 =28
T 7 T

sumande sumande suma
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y también sabe que la suma nunca puede ser menor que los su-
mandos.

Ejercicio 4. Encuentre la suma de los ntimeros dados en cada
inciso, tal como se hace en a),

a) 13, 19
b) 83, 12

13 + 19 = 32

¢) 35, 18

d) 96, 140

e) 75, 0

£) 1487, 1

g) 565, 874

h) 13 915, 4 806

i) 75847, 100 902

La adiciéon en la recta numérica

Ya hemos explicado c6mo se asocia a cada nimero natural un
punto en la recta numérica y un desplazamiento indicado por una
flecha. Ahora usaremos esa idea para ilustrar la adicién de ndme-
ros naturales en la recta numeérica.

Ejemplo. La adicién de los nimeros 3 y 5 se ilustra asi:
3 5

0 1 2 3 45 6 7 9 10 11 12
Es decir, se indica un desplazamiento de 3 y a continuacién un
desplazamiento de 5. Asi queda marcado el desplazamiento que co-

rresponde a 8, la suma de 3 y 5.

Ejercicie 5. Como se hizo en €l ejemplo anterior, indique la suma
de cada pareja de nimeros en una recta numérica.

a) 4,6 b) 7,2 c) 2,7
d) 70,10 e) 50, 40 £) 20, 30

e
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Propiedades de la adicion

Propiedad conmutativa

Una cajera va a sumar los precios de dos articulos, uno de $275
y otro de $59,

Al registrar los precios en la sumadora no piensa en el orden
pues sabe que de cualquier manera el resultado serd el mismo. Es
decir, sabe que

275 + 59 = 59 + 275

Esto ocurre con cualguier pareja de sumandos. Por eso s¢ dice
que la adicién satisface la propiedad conmutativa y se acostumbra
expresar esto en la siguiente forma:

Ejercicio 6. De acuerdo con la propiedad conmutativa de la
adicién complete las siguientes expresiones escribiendo el sumando
que falta. (En este ejercicio las letras representan nimeros naturales. )

a)6+7="1T7+

b) +9=9+ 30
c) 118 + =6+ 118
d) 389 +a=a+
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g) x+T7=7 T%
£)3+z= +3
g prd=gte
h) 32 +65= " +32
De tx=x+y
iym+n=n+
k) r+s=s+
z+ =86+2
m) 180 +8=  + 190
n)u+v= +u

Ejercicio 7. Complete usted la siguiente tabla

segundo

o | 1 2 3 | 4 5 6 gh—
+ sumando

6
i

U
primer sumando

/Nota usted que en la tabla completa existe una simetria con
respecto a la diagonal? Esta simetria es consecuencia de la propie-
dad conmutativa de la adici6n.

i
—
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Propiedad asociativa

El Sr. Dominguez va a comprar café, jabén y medicinas, El pue-
de hacer sus compras en una tienda y en una farmacia, de dos ma-
neras distintas:

En la primera forma compraria asf:
Tienda Farmacia

10 pesos de café 5 pesos de jabén

20 pesos de medicinas
En la segunda forma compraria asi:
Tienda Farmacia

10 pesos de café
5 pesos de jabon

20 pesos de medicinas

El Sr. Dominguez piensa que su gasto total serd el mismo en
cualquiera de las dos formas:

En la primera forma,

En la segunda forma,
Para indicar las sumas anteriores podemos usar paréntesis, co-
mo Se muestra a continuacion:
Primera forma: 10 + (5 + 20)

(10 + 5) + 20

En estas dos expresiones se asocian los sumandos de manera
distinta pero como el gasto total es el mismo, podemos escribir:

Segunda forma:

10 + (5 + 20) = (10 + 5) + 20

Esta tultima expresién es verdadera porque la adicién satisface
la propiedad asociativa.
En general,
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Segtn hemos visto, la adicién se define para dos sumandos. Sin
embargo, es frecuente el uso de expresiones como

156+ 7 + 11,

¢ Qué significade podemos dar a las expresiones de este tipo? Po-
driamos interpretar 15 + 7 + 11 de dos maneras: como el resultado
de sumar el nimero 15 + 7 y el numero 11. Es decir,

(15 +17) + 11,
o bien, como el resultado de sumar a 15 el nimero 7 + 11. Es decir,
15+ (7 + 11).

Pero por la propiedad asociativa sabemos que (15 + 7) + 11 es igual
que 15 + (7 + 11). Lo anterior justifica escribir 15 + 7 + 11 sin
paréntesis, pues cualquiera de las des interpretaciones expresara el
mismo nimero,

La propiedad asociativa nos permite encontrar la suma de 3 o
mas sumandos, sin importar la forma en que los asociemos.

Ejercicio 8. De acuerdo con la propiedad asociativa de la adi-
cién, complete las siguientes expresiones escribiendo el sumando que
falta. (En este ejercicio las letras representan nimeros naturales.)

a) (a+ 3)+6=" + (3+86)
b) (3+ )+8=3 +(9+8)
¢) (a+ 6)+3= + (6 + 3)
d) (c+ d)+8=c+ ( +8)
eyx+ (y+10)=(x+y) +z

£) t + e+ w)=(_ +u)+w

Ejercicio 9. Encuentre la suma de los niimeros dados en cada
inciso.

a) 30, 97, 70
¢) 96, 204, 500

b) 85, 148, 115
d) 1500, 76, 1200
e) 78,190, 10, 45, 55

Elemiento neutro

Sabemos que, por ejemplo,
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4 +0=4.
5+ 0=5

En general, todo nimero natural sumado con cero da como re-
sultado el mismo ntmero. Esta propiedad se llama del elemento neu-
tro y se puede expresar asi:

Teniendo en cuenta la conmutatividad de la adicién resulta que

a+0=0+a=a.

Decimos entonces que cero es el elemento neutro aditivo en el
conjunto W.

Ejercicio 10. Utilizando la propiedad del elemento neutro de la
adicién simplifique las siguientes expresiones:

a) 46+0 = f) 3861 + 0 =
b) 0+817= g) 0+ 15136 =
d) 0+0 = i) t+0 =
e) 316 +0 = iy (4+3)+0=

Ejercicio 11. Complete las siguientes expresiones escribiendo el
sumando que falta.

a) 34 =3 £) © + 195 =195

b) 4 = +4 g) 246 + = 946

) 7T+ =7 h) 380 = 380 -+

d) 0 =8 +0 i) 60 + 25 = (60 + 25) +
e) 1 =2 40 i) b+ =b

2. SUSTRACCION

Consideremos la siguiente situacién:
En un partide de fitbol, hubo expulsiones y quedaron tinicamen-
te 18 jugadores en la cancha. jCuéntos jugadores expulsé el arbitro?
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Ejercicio 12. Resuelva las siguientes ecuaciones, tal como se
hace en el inciso a).

5 Solucién:
=9
=10
8
i3
14
7

| En toda sustraccién intervienen tres nimeros que se denominan
' de la siguiente manera:

minuendo sustraendo diferencia
28 — 8 = 20
suma sumando sumando que
conocido se busca

=

Segtn se ve, la diferencia es el nimero que sumado con el sus-
traendo nos da el minuendo,
Como el nimero total de jugadores que deben estar sobre la can-

cha es 22, el namero de jugadores expulsados mas el namero de Ejemplo:

jugadores que siguen en el juego es igual a 22. Esto lo podemos in- 1T3 - §1{ = ? % + % = 13

dicar con la eXpresion minuendo sustraendo diferencia diferencia sustraendo minuendo
418 = 29 Ejercicio 13. Efectie las siguientes sustracciones y compruébe-

Expresiones como ésta se llaman ecuaciones, y cuando escribi- las, como se hace en 2).

mos un ntmero dentro de la casilla de manera que resulte una igual- Comprobacién
dad, decimos que hemos resuelto la ecuacion.

Escriba usted dentro de la casilla el ntimero que resuelve la a) 156 -8=17
ecuacion: b) 30 -20=
418 = 929. ¢c) B7 — 12 = a~
Al resolver usted la ecuacién habrd encontrado que la solucion q) 190 6_ 8; o~
es 4. Otra forma de denotar esta solucién es 22 — 18, por lo que e) 1496 — 865 =

podemos escribir
22 — 18 = 4,
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En efecto,
a—0=aqa porqgue a + 0 =a

a—a=o0 porque 0 +a=a

Problemas:

1. Un empleado federal recibe quincenalmente 4 cheques: uno
por 981 pesos, otro por 64 pesos, otro por 237 pesos y otro por 397
pesos. ;Cuanto gana mensualmente?

2. Juan desayuna un jugo de naranja, un vaso de leche, un
huevo tibio, un bolillo, un pan de dulce y mantequilla. ;Cuantas
calorias ingirié en su desayuno, si los alimentos que consumié con-
tienen respectivamente 82, 128, 75, 117, 116 y 72 calorias?

3. El oro se funde a una temperatura de 1063°C. La temperatu-
ra de fusién del oro es 123°C mayor que la temperatura de fusién
de la plata. jA qué temperatura se funde la plata?

4. El Distrito Federal en 1960 tenia 4 871 000 habitantes; de
acuerdo con el censo de 1970 la poblacién era de 7 746 000 perso-
nas. ;Cudl fue el incremento de poblacién en el periodo 1960-1970?

5. El Estado de Yucatdn tiene una poblacién de 840 000. Si la
poblacién rural es de 275 000, ;cudl es la poblacion urbana?

6. En 1968 México importé productos por valor de 1943 millo-
nes de dolares, y exporté mercancias por 1254 millones de délares.
(Cudl es la diferencia entre las importaciones y las exportaciones
de ese ano?

7. En 1967, México produjo 4282 kg de oro, en 1968 produjo
4449 kg v en 1969 produjo 4 645 kg, ;Cudl fue €l incremento en
los periodos 1967-1968, 1968-1969 y 1967-19697 ;Cudl fue la pro-
duccién en el periodo 1967-1969?

8. La Edad Media comprende del ano 476 al ano 1453; 1a Epoca
Moderna comprende de 1453 a 1789. ;Cuéntos anos mas duré la
Edad Media que la Epoca Moderna?

9. En 1682 el astrénomo inglés Edmund Halley observé el co-
meta que lleva su nombre y predijo las reapariciones de 1758, 1834
y 1810. ;Puede usted decir cuando serd la proxima aparicién de ese
cometa?

10. ;Cuénto duré la “Guerra de los Cien Afos”, si empezé en
1337 y termindé en 14537

11. La poblacién de Suiza en 1968 era de 6 147 000 habitantes.
De ellos, 307 431 eran catélicos. ;Cu4ntos no eran catélicos?

-
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12, El planeta Urano fue descubierto en 1781, Neptuno en 1846
y Plutén en 1930, ¢Cuéntos afios mas tarde se descubrié Plutén que
Urano, Plutén que Neptuno, Neptuno que Urano?

3. MULTIPLICACION

El senor Garcia hizo un viaje con su esposa y sus dos hijos, Es-
teban y Pedro, Al final del mismo pregunté a éstos: “jcuédntos kilé-
metros hemos recorrido, si el viaje duré 3 horas y nuestra velocidad
promedio fue de 60 kilometros por hora?”

Esteban pensé que si el automévil avanzd 60 kilémetros en una
hora, entonces en 3 horas debié recorrer 60 + 60 + 60 = 180 ki-
lometros.

Pedro aplicé la definicién de multiplicacion para resolver el pro-
blema pensando asi: “Si en una hora se recorren 60 kilometros,
entonces en 3 horas se recorren 3 X 60 = 180 kilémetros.”

La definicién usada por Pedro en la resolucién de este problema
es la siguiente:

Para que esta definicién tenga sentido hay que suponer que a
es un namero natural mayor que 1. Pero a fin de completar la de-
finicién diremos también que 1 X b = b,

Definiremos ademés lo siguiente:

Oa=a-0=20
Recordemos que los nimeros que intervienen en una multipli-
cacién reciben el nombre de factores y producto.
Ejemplo.

3 X 60 = 180
T T i

factor factor producto
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Ejercicio 14. Utilizando la definicién de multiplicacion exprese
los siguientes productos como sumas, segin se muestra en los inci-
sos a) y h). (Las letras representan ndimeros naturales.)

a) 2 X8 = h) aXx5=5+5+5+ ... +5

b J
asm;{_mndos

b) 3 X 6= iy bx 7= -

c) 4X4= D EXE=E

d) 5 X 7= k) 8% ite=iy

e) 3 xa= ) aseh s e

f) 3x 0= m) 1000 X 7=

g) 9Xx1= n) 100 xa=

Ejereicio 15. Exprese las siguientes sumas como productos, tal
como se muestra en los incisos a) y g). (Las letras representan nu-
meros naturales.)

50 sumandos

h)5+5+ ... 5=

L v i
25 sumandos

j.) O ik 0 + .. + 0 o :“«5 T

- R e

e ]
Y

1000 sumandos i )
J) b+b+ ... +bh= -““;-W-E_._:.:__..f:s
\ J
B
a sumandos
Ya que mX0=0+0+ ... +0, se tiene que m X 0 =0

W _/
hd

m sumandos
Es conveniente observar que no siempre para indicar el produc-
to de dos ntmeros ¢ y b empleamos el simbolo a X b; es frecuente
también el uso de las notaciones a- b, o, simplemente. ab cuando
no se presta a confusién.

&
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Por ejemplo,

MK M =m-1n=mMn
TXa=T7-a="Ta
2Xz=22z=2z

axX3=a+-3=a3

Sin embargo, cuande se trata de dos niimeros, por ejemplo, 7 vy
3, la Gltima notacién no puede usarse, pues si escribiéramos 7 X 3
= 73 esta ultima expresion tendria dos interpretaciones: 7 por 3 o
el numero setenta y tres.

Para evitar esto, cuando se trate de dos nimeros expresados en
forma decimal, por ejemplo, 11 y 3, si queremos omitir el simbolo
% o el simbolo (+) usaremos paréntesis y escribiremos,

11 X 3 = (11)3 = 11(3) = (11)(3)

Ejercicio 16, Efectie las siguientes multiplicaciones.

a) 58 X 10= FiFE b) 790(2) =

¢) (3)(501) = d) 146-11 = i

e) 15-900 = - = £) (25)(800) = b i
g) (T)(a) = H) 0n = WS

Arreglos rectangulares
Ahora veremos cémo se puede ilustrar el producto de dos nu-
meros naturales por medio de los llamados “arreglos rectangulares”.
Por ejemplo, para ilustrar el producto 3 X 2 formamos un arre-
glo rectangular que conste de tres columnas y dos renglones:

@06
kTJ
3 columnas

El ntimero de elementos del arreglo es el producto 3 X,2 = 6.

} 2 renglones

Ejemplo. Podemos ilustrar el producto de 6 y 4 con el siguiente
arreglo rectangular:

ePeaeed
eeooed | ,
00000 1 renglones
o090 ®

\.___._Y_/
6 columnas
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El ntmero de puntos del arreglo es 6 X 4 = 24,

En general, si a y b son dos nGmeros naturales, su producto serd
el namero de elementos de un arreglo rectangular que conste de a
columnas y b renglones,

2906 .. .0 |
oeE0® ...9
eaesd .. .0
- .+ b renglones
ee8e® .. .0
. —

L

a colummnas

Ejercicio 17. Construya arreglos rectangulares que representen
a los siguientes productos.

a) 3x3 e) 3 X2
b) 4 X3 f) 5x1
c) 1 x4 g) 4 X5
d) 5x7 h) 7% 2

Ejereicio 18. Escriba los productos gque se ilustran con los si-
guientes arreglos rectangulares:

a)®e ® @ ® ©® © be &

® ® 9@ © @ @ o
e © 99 & @ e @& X

e © 8@ @ @ X e @

& @

c)® ® @ © @ 8 © @ d)e @ © e @
o K ® ® © @ ® X

® 6 & @ o

Propiedades de la multiplicacion

Propiedad conmutativa

Antes hemos visto que la adicién tiene propiedad conmutativa,
(La multiplicacién tendrd también esta propiedad? Por ejemplo,
¢6 X 5 es igual a 5 X 6?

Nuestra experiencia nos indica que la multiplicacién si es con-
mutativa, pues

5
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6X5=5+5+5+56+56+5H= 30

y.
5X6=6+6+6+6+6= 30
Estoes, 6xXx5=5X686

En general, podemos indicar la propiedad conmutativa de la
multiplicacién asi:

Ejemplo. 7 X 4 =4 X 7. Si formamos un arreglo rectangular
que corresponda al producto 7 X 4, la disposicion es la siguiente:

TXITYT
oo 00000 |,
XTIy
000000

2

7

Ahora bien, si formamos un arreglo de puntos que corresponda
al producto 4 X 7, la disposicién es la siguiente:

{

y observamos que este ultimo arreglo se puede obténer simplemen-
te modificando la posicién del primero.

Ejercicio 19. De acuerdo con la propiedad conmutativa de la
multiplicacién complete las siguientes expresiones escribiendo el fac-
tor que falta. (En este ejercicio las letras representan numeros na-
turales.)

a) 8X 3= %8 e) 17 x = =15 % 17
b) . X7=T7X5 f) 87-a=a-
e) mil=nm gy x-T =0 -%

d) 219 X'7423 = 7423 X i1 h)19-z= -19
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i) Pg=4¢ l)3-b_=b-
j) 30X =430 m) y-156 =15
k) a2y = «x n) § = 87

Ejercicio 20. Complete la siguiente tabla de multiplicacién:

| __segundo
factor

4
prir}zer factoxr

Una vez completada la tabla podrd observar que existe una sime-
tria con respecto a la diagonal. Esta simetria es consecuencia de la
propiedad conmutativa de la multiplicacién. ¢Recuerda usted que
ocurria lo mismo en las tablas para la adicién?

Propiedad asociativa

A cada uno de los alumnos de una escuela primaria se le van a
obsequiar tres libros. ;Cuéntos libros se repartirdn si en la esquela
hay 10 grupos de 50 alumnos? Para calcular el numero de -]:mes
necesarios, el controlador procedi6 de la siguiente manera: primero
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calculd el numero total de alumnos de la escuela, es decir, 10 X 50
y a continuacién multiplicé este nimero por 3.

El ayudante del controlador calculé primero cuéntos libros tenia
que repartir en cada grupo, es decir, 50 X 3 y después multiplicé el
numero de grupos, que es 10, por el producto 50 X 3.

Las dos maneras de proceder pueden expresarse brevemente asi:

Controlador Ayudante del controlador
(10 X 50) X 3 10 X (50 x 3)
500 x 3 10 x 150
1 500 1500

Naturalmente, ambos obtuvieron el mismo resultado. O sea
(10 X 50) X 3 =10 X (50 x 3)

El hecho de que estos dos procedimientos den un mismo resul-
tado es consecuencia de una propiedad muy importante de la mul-
tiplicacién que se conoce con el nombre de propiedad asociativa. Es-
ta es andloga a la propiedad asociativa de la adicién y se puede
enunciar de la siguiente manera:

La propiedad asociativa de la multiplicacién permite escribir
productos de 3 o més factores sin especificar la forma en que se aso-
cian, de manera que se pueden omitir paréntesis como se muestra
en los siguientes ejemplos:

(3X4)X (8X2)=3X4X6X2

(3X9)X (4X2)X9=3X9x4xXx2x%0

(6X4)X (3X9)X8B8=6X4X3xXx9X8,

Ejercicio 21. De acuerdo con la propiedad asociativa de la
multiplicacién, complete las siguientes expresiones escribiendo el

factor que falta. (En este ejercicio las letras representan ntimeros
naturales. )

a) (TX 5)X8= X (bX8)
b) 9X ( XB6)=(9X4)X6
c) (aX7)yX15=aXx ( X15)
d) (wXt) X =wX(tXs)
e) toc(B )= (i)t
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Ejercicio 22. Efectie las siguientes multiplicaciones.

b) 8 X 9% 10=

c) 14 X 4 X 25 =

Elemento neutro |
El arreglo rectangular que representa al producto 5% 1 es:
@ ®@ ® © ®) 1 renglon

\————Y‘——-’
5 columnas

Osea, 5 X 1=05.
En general, al representar sl producto a X 1 mediante un arreglo
rectangular, en donde a es un namero natural, obtenemos

® ® @ - @) 1renglén
“—
a columnas

y, por lo tanto, @ X 1=a.

Ahora bien, segiin la propiedad conmutativa se tiene que 1 X a
=a ¥ 1 = a. Por eso,

Lo anterior indica que el nimero 1 juega el }'nismo papel ﬁn l?
multiplicacién que el 0 en la adicién. Por ello al nimero 1 se le llama
elemento neutro de la multiplicacién.

Ejercicio 23. EfectGe las multiplicaciones que se_indican.

b) 1x:13:= &
d) 98 X 1% 10 =
) nx2BR4X1="

€) 52X5%X1=
€) 2% 4T X 1% 5i="5%

Propiedad distributiva

i de
En los parrafos anteriores Unicamente nos hemos ogu};adgién
propiedades relativas o bien a la adicién o bien a la multiplica .

SEGUNDA UNIDAD — OPERACIONES CON NUMEROS INNATURALES 51

Ahora analizaremos una propiedad que relaciona las dos operaciones
¥ que recibe el nombre de propiedad distributiva de la multiplicacion
con respecto a la adicidn,

Consideremos primero un ejemplo:

Un profeser planteé a sus alumnos el siguiente problema: “Si
una persona compra 4 plumas al precio de $3 cada pluma,; y 2 libre-
tas también al precio de $3, jcudnto debe pagar por la compra?”

Uno de los alumnos resolvio el problema asi: multiplico el precio
de cada uno de los objetos por la suma del nimero de libretas y el
numero de plumas. Esto es,

3(4 +2) =
=3X6 =18.

Otro alumno multiplicé el precio por el nimero de plumas vy a

este numero le sumé el producto del precio por el numerc de libre-
tas. Esto es,

3IX 4+3%x2=
=12 4+ 6 = 18.

Naturalmente, ambos obtuvieron el mismo resultado. Es decir,
se tiene que

3(4+2)=3-4+3-2.

A continuacién ilustraremos esto con arreglos rectangulares:
El arreglo de puntos correspondiente al producto 3(4 + 2) es

® 0o )
® 0@
e e e
®eo e s 4+ 2

@oe
}2

®ee
3 A

El arreglo que corresponde a la suma 34 + 32 es la union de
los arreglos que ilustran los productos 3 - 4 y3-2
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4 } 2
St
3

\_..Y_J
3

En ambos casos el nimero de puntos es el mismo. Esto es,
3(4 +2)=3:4+3-2

Ejercicio 24. Tal como se hi_z:‘o a:ntes, dibuje arreglos rectangu-
lares que ilustren las igualdades siguientes:

a) 2(3+4)=2-3+2-4 b) 4(2 + 3) =4.2+4-3

¢) (3+2)5=3+5 +2:5 d) (6+2)3= 6-3+2-3

En general,

Esta es la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto
a la adicién.

De acuerdo con la propiedad que acabamos de ver,

Ejercicio 25. endo ¢l elemento que falta.

complete las siguientes expresiones escribi
(Las letras representan ntimeros naturales o cero,)

c) a(15 +8)=ea-15+a- &
d) =(16+7)=b-16+b-7
e) w(=+t) =wz+w
f)) 4<><_9+4><15= (9 + 15)
X T4 X8 =15(7+8)
£|_+a.-5=a(15+5)
1) 17<t+ 17-r= @t +71)
) -@ =s(w+p)
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4. DIVISION

La sefiora Gonzalez compré unos vasos y pagd por ellos $27. Si
el precio de cada vaso es de $3, ;puede usted decir cudntos vasos
compra?

4Coémo supo el empleado que debia cobrar $27 por los vasos?
Es casi seguro que multiplicé el nimero de vasos por 3. Esto nos
lleva a pensar en la siguiente ecuacién,

Tox3=297

Al resolver esta ecuacién sabemos cuantos vasos compré la Sra.
Gonzalez.

La divisién consiste en resolver ecuaciones de este tipo. Es decir,
Dividir consiste en encontrar un factor, conocidos el producto y
el otro factor,

Ejercicio 26. Resuelva las ecuaciones por medio de la divisién,
como se haceen a) vy b).

Solucién

En la divisién se acostumbra llamar dividendo al producto co-
nocido, divisor al factor conocido y cociente al factor que se busca.
Por ejemplo,

dividendo divisor cociente
54 : 6 = e
producto factor factor que
conocido se busca
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En el ejercicio anterior podemos observar que el cociente es el
nimero que multiplicado por el divisor da el dividendo.

Ejemplo.
60 § 15 = 4 porque 4 X 15 = 60
dividendo divisor coclents cociente divisox dividendo

Ejercicio 27. Tal como se hace en a), encuentre el cociente
y compruébelo.

a) 80: 8= porque X 8=80
b) 65: 5= porque X 5=265
c) 120:24 = porque = 120

d) 1568: 4=

Si quisiéramos dividir un nimero natural entre cero, tendriamos
por ejemplo lo siguiente:

porque X 4 =10568

9 : 0 =
producto factor factor que
conocido ge busca

Como no hay ningin namero que multiplicado por cero dé por
resultado 9, decimos que la expresién 9:0 carece)de 51gnjf1c-ad<?.
Si quisiéramos dividir cero entre cero, tendriamos lo siguiente:

0 : 0 =
producto factor factor que
conocido se busca

Como cualquier niimero natural multiplicado por cero da por re-
sultado cero, la expresién 0:0 no tiene un slglllﬁce}do tnico.
En vista de lo anterior, no manejaremos expresiones como

a:0
¥y 0:0

Observe los siguientes ejemplos:

4:1=4 16: 1=16
5:1=5 183 : 1= 183,
4:4=1 13:13=1
6:6=1 19:19 =1.
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En estos ejemplos puede usted ver que para todo ntimero natu-
ral a,

a:l1l=a

a;a=1

Ejercicio 28. Indique usted el niimero que falta en las expre-
siones siguientes:

) 1241 =i g) 97 : 1
b)) 15:15 = il h) 853: =853
c)28: =1 i) 396: = 396
d) 46: =46 =1
e) 5,84 =1 ;1 =746
£) 1 =789 £ 9237 =1

Division con residuo. (Algoritmo de la divisién)

¢(Recuerda usted que la Sra. Gonzalez pagéd $27 por la compra
de unos vasos? ;Cudl es el mayor numero de vasos de $3 que po-
dria comprar con $507?

Tal vez usted resolvié el problema asi:

16
3|50
20

2

de manera que puede comprar 16 vasos y le sobran $2; esto sugiere
la expresién

nimers de V2508 QUé §8  COMpran ‘-—nﬁmm de pesos que sobran

Si una persona tuviera $70, jcuil es el mayor nimero de vasos
de $3 que podria comprar? La pregunta sugiere la ecuacién

Seguramente usted procede asi para resolver la ecuacién

23
3|70
10

1
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Por lo tanto, la solucion de la ecuacién es

70=23 X3+ 1.

Si esta ecuacién no se relaciona con el problema, tendrd muchas
soluciones, Una de ellas es

T0=22 X3+ 4

pero en el problema, el nimero de pesos que sobre debe ser menor
que el numero de pesos que cuesta un vaso. De otra manera no
comprariamos el mayor ntimero posible de vasos. Con la condicién
del problema sélo hay una solucién.

Los ejemplos anteriores nos ayudarin a la exposicién de las
siguientes ideas,

Recordemos que dividir consiste en encontrar un factor, conoci-
dos el producto y otro factor. De manera que dividir 28 entre 4 es
resolver la ecuacién

28 = x4,
Sin embargo, la ecuacién
209 = X 4

no tiene solucién en el conjunto de los nimeros naturales. En casos
asi, se considera la ecuacién

29 =
la cual tiene muchas soluciones., Pero si agregamos la condicién de

que el numero de la segunda casilla sea menor que 4, la solucién
es Unica:

X 44+

20=7X4+1

En expresiones de este tipo, los nombres que se dan a los nd-
meros son:
29 = 7 X 4 + 1

dividendo cociente divisor residuo

Si designamos al dividendo con D, al divisor con d, al cociente
con ¢ y al residuo con r tenemos que

D=cd+r (conr<d)

Ejercicio 29. Resuelva las siguientes ecuaciones con la condi-
cién de que r < d.
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a) 39= X656+ e) 647 x + = =4121
b) 149 = x 12 + ) X8+ 3=099
c) 196 = = x 58 + g) 12 x  + 7 =127

d)  xX23+ =795 h) 3+16Xx =179

. Ejercicio 30. ;Qué dividendo, divisor, cociente y residuo le su-
giere cada uno de los siguientes arreglos de puntos?

e 9 e

9 8
L X N X N e e 9 &
L N N N | N XN N ® © 6 @
e e oo o0 & @ e H e
® o0 0 ( E RN N N ] @0 o0

Puede formar un arreg] j i i i
é o semejante al anterior a ilustrar que
31 = (7 x 4) + 3? = !

Ejercicio 31. Efectte las siguientes divisiones

a) 5[803 cociente: residuo:
b) 16]513 cociente: . residuo:
c) 35|9584 cociente; residuo:
d) 165]13 906 cociente: residuo:

Observe cuidadosamente el siguiente procedimiento:

B
&l
W o o
|

wl w8l
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¢Encuentra alguna relacion entre la divisién y la sustraccion
iterada?

Ejercicio 32. Encuentre por sustraccién iterada el cociente y el
residuo en las divisiones siguientes:

a) 45 : 8 ) 111:27

by 73:3 g) 147 : 49

c) 85 : 24 h) 1580 : 316
d) 168 :52 iy 67:12

e) 1500 : 485 i) 514:214
Problemas:

1.Un motor estacionario gira a 3200 revoluciones por minuto.
,Cuintas revoluciones dara en una hora? !

2. Si los glicidos, prétidos y lipidos proporcionan 4, 4y 9_ ca-
Jorias por gramo, respectivamente, jcuéntas calorias proporciona
una dieta que consta de 420 gramos de glicides, 105 gramos de li-
pidos y 100 gramos de proétidos? ' ’

3. Un corredor en una hora de competencia, gasta siete calorias
por cada kilogramo de peso. ¢Cuéntas calorias gastard un corri?lor
que compite durante dos horas si su peso es de sesenta y ocho kilo-

os?
gralz. La longitud del rio Nilo es 650 km mas que el doble de lg del
+io Bravo. Si la longitud del rio Bravo es de 2900 km (cudl es la
longitud del Nilo? .

5. Si un pentatleta hace un tiempo de 3 minutos y 54 segundos
en 300 m nado libre, califica con 1000 puntos. Cada segundo de
variacién sobre ese limite significa 6 puntos de mas o de menos,
seglin corresponda. ;Cudl es la puntuacién de una persona que nada
Jos 300 m en 4 minutos 11 segundos?

6. La piramide de Keops fue construida con 2 300 000. b}loques
de piedra de 2 500 kg cada bloque. (Cu4l es el peso de esa pirdmide?

7. (Cuéntas olimpiadas se han celebrado desde 1a de 1896 hafyta
la de 1968, inclusive, si sabemos que se realizan cada cuatro anos
y que ha habido tres suspensiones? . _

8. Sabemos que aproximadamente, la distancia del Sol a'la Tie-
rra es de ciento cincuenta millones de kilémetros, y la velocidad de
la luz es de trescientos mil kilémetros por segundo, ,Cuéntos segun-
dos tarda la luz en llegar del Sol a la Tierra?

9. El sonido en el aire recorre aproximadamente 1650 metros

en 5 segundos, (Qué distancia recorre en un minuto?
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10. La planta potabilizadora de Santa Cruz Meyehualco purifi-
¢a 6 048 000 litros de agua diariamente. ;Cuantos litros purifica en
7 dias?, gen 10 dias?, jen una hora?

11. Loos Surveyor, vehiculos espaciales no tripulados, que se usa-
ron para la exploracidén de la Luna pesan 270 kg en la Tierra. Si la
fuerza de gravedad de la Luna es 6 veces menor que la de la Tierra,
Jcudnto pesaran los Surveyor en la Luna?

12. Cada legitn de la Roma antigua comprendia 30 compafias;
la legion se componia de 3 000 hombres. ;Cuéantos hombres tenia
cada compania?

13. La suscripcién a un diario cuesta anualmente $375.00, Si
el diario cuesta $1.00, excepto los domingos en que cuesta $2.00,
(cuanto se ahorra con la suscripcién en un afio de 52 domingos?

14. En una fabrica de resistencias eléctricas se toma una por
cada 85 para llevar el control de calidad. Cuantas resistencias pasan
al control de calidad en una produccion de 42 1607

15. La competencia de equitacién consiste en un recorrido de
1 500 m con 9 obstaculos fijos y 14 derribables. La calificacién ma-

xima es de 1 100 puntos, y se disminuye de acuerdo con la siguien-
te tabla:

rehusar un obsticulo 30 puntos menos
rehusar dos veces 60 puntos menos
rehusar tres veces 100  puntos  menos
dar la vuelta 30 puntos menos
derribar un obstéculo 30 puntos mencs
caida del caballo, jinete o ambos 80 .puntes menos
excederse en tiempo limite

(por cada segundo) 6 puntos menes

a) ¢Cudl es la puntuaciéon de un jinete que se excede 1 minuto
del Hempo, rehiisa un obstédculo 3 veces y derriba 1 obstaculo?

b) En una competencia, un jinete se excedié¢ 1 minuto, y otro
sufrié 4 cafdas, jcudl de ellos tuvo mejor puntuacién?

c) Siun jinete derribé 3 obstaculos, rehusé uno, y sufrié 2 cai-
das, jcudl fue su puntuacion?

Potencias de niimeros naturales

El ajedrez es sin duda uno de los juegos mds antiguos e inte-

resantes que se han inventado y existen muchas leyendas sobre su
origen,
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Una de estas leyendas dice que, habiéndose aficionado ta:nto a
este juego, un poderoso rey decidié premiar al inventor concediéndole
la oportunidad de pedir lo que él quisiera. El inventor, indudable-
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mente conocedor de la aritmética, pidi6, no sin antes meditarlo, que le
entregaran dos granos de trigo por la primera casilla del t,abl_ero, 4 por
la segunda, 8 por la tercera, 16 por la cuarta,y asi sucesivamente.

El soberano, sintiéndose ofendido por lo que él creyo misera re-
compensa ordend que le fuera entregado un saco de trigo, pensando
que con ello entregaba atn mas de lo pedido. Pasadas algunas horas
el rey pregunté si ya se habia entregado la recompensa; grande fue
su sorpresa cuando le informaron que todavia no terminaban el
calculo del namero de granos solicitados.

Al dia siguiente, una vez terminados los célculos, se le informé
que el monto de la recompensa solicitada era de

36 893 488 147 419 103 250 granos de trigo
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y que, aun cuando ordenara sembrar todas las tierras conocidas se
necesitarian muchas cosechas para que pudiera cumplir con su ofre-
cimiento.

Para analizar los cdlculos que sugiere la leyenda tratemcs de
anotar en cada casilla el niimero de granos que le corresponde:

oo v Ziay 5 o
e Y, s Yy = 7
casilla gcasillai casilla Ecasﬂlaﬁ casiila

Us550800 axaxy sX8%E% e axaxs

V]
Con la misma notacién indique cudntos granos de trigo le corres-
ponde a cada una de las siguientes casillas:

5a. casilla

6a. casilla

10a. casilla

16a. casilla REHRE00

Resulta ya laborioso indicar el niimero que corresponde a cada
una de las tiltimas dos casillas, Ahora bien, para indicar el namero
de granos que corresponden a la B4a. casilla seguramente nos abu-
rriremos al escribir 64 factores iguales a 2,

En matematicas, para simplificar expresiones de este tipo se
utiliza una notacién especial.

Por ejemplo, a la 2a. casilla le correspondzn 2 X 2 granos de
trigo, lo cual se expresa simplemente como 22

A la 3a. casilla 2 x 2 x 2 = 27,
A la 4a, casilla 2 X 2% 2 x 2 =9,

De esta manera, para contestar a la pregunta, jcudntos granos
de trigo le corresponden a la 28a. casilla?, podemos contestar 2%
A la 64a. casilla 2%
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Estos numeros reciben el nombre de potencias de 2. Ya usted
se habra dado cuenta que el niimero de veces que se toma el 2 como
factor se indica con un numero escrito en la parte superior derecha
del 2. '

La expresion 2¢ se lee "2 a la segunda potencia” (aunque es mas
comun decir “2 al cuadrado™). _

La expresién 2¢ se lee “2 a la tercera potencia” (aunque es mas
comiin decir “2 al cuba”),

La expresién 2¢ se lee “2 a la cuarta potencia’, 2" ge lee “2 a la
enésima potencia”.

En la expresién 2° el numero 2 recibe el nombre de base y el
namero 5 se llama exponente. Observe usted que el exponente
indica el ntmero de veces que la base figura como factor.

Desde luego, como 27 = 32 podemos también decir que 32 es la
5« potencia de 2.

En los ejemplos antericres se han considerado solamente poten-
cias del ntimero 2; pero la misma notacién y la misma nomenclatura
se usa cualquiera que sea la base. Veamos los siguientes ejemplos:

Rase Exponente

3% 3 =3 3 2
5X5X5xXxHXHXE5=E8 8 6
TXTIXT7=T 7 3
ara-a=a a 3
bet =t t 2
8 X 8 X X 8 =8 8 15
i\, <t

15 factores
a-a-a: ... a=a a n
L8 3 =,

n factores

Ejercicio 33. Escriba cada potencia como un producto de fac-
tores. de manera semejante a los incisos a) y b)

Base Exponente

a) 5" =5 X5XB5X ... X5

\ J
~

n factores
b) a¢ =a-a-a-a

ey 6 =3

:
i
e
B
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dy o ==
e) 67 =
i S
factores
X . J
factores
g) mr =
[ ~ J
factores
En general,

Hasta aqui hemos utilizado como exponentes ntimeros naturales
mayores que 1. Para complementar la notacién exponencial definimos

Observacién. No se define 0° para evitar ciertas contradiccio-
nes que podrian aparecer mas adelante.

Ejercicio 34. Calcule el valor de las potencias que se indican
en cada inciso, tal como se hace en los incisos a) y b).

a) 37 =3x3=09 b) 5*=5 x5 x5 = 125
c) 4% = d) 43 =
e) 5t = £) 2=
g) 27 = h) 6 =
1) 8¥= i) 18° =
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k) 7= 1) 12% =
m) 37" = n) 54r =

Raiz cuadrada

Existen algunas ecuaciones que para su resolucién requieren el
conocimiento previo de la potenciacion de nimeros naturales.

Ljemplo. Con la ecuacion

]

=25
expresamos simbélicamente el problema de encontrar un niimero

que elevado al cuadrado sea igual a 25.

Con lo que sabemos sobre la elevacién al cuadrado de un niimero
podemos adivinar la.solucién. La solucién es 5 porque 5 * = 25.
De igual manera, la solucién de la ecuacién ? = 64 es 8 por-

gue 8’36= 64 y la solucién de la ecuacién ¢ = 36 es 6 porque
Ejercicio 35. Encuentre la solucién de las siguientes ecuaciones:
a) ' =100 B D) EEN = 9 i o) BF - 16
i = 81 B OEF - 368 HET = 4
g = 49 "L h)EF - B4 F D) T = 144
DE =11 BoOoE = 18 nee -~ o
m) = = 86 elin) P = 64 5y o) ' - 95
p) L5° = 160 0 ) [ = 186 5 r) % = 995

Las soluciones de ecuaciones como las mostradas en el ejercicio reci-
ben €l nombre especial de raices cuadradas. Asi, por ejemplo, como
lIa solucién de la ecuacién ° = 100 es 10, al nimero 10 se le
llama la ::aiz cuadrada de 100. También, como la solucién de la ecua-

cién = 36 es 6, a este nimero 6 se le denomina la raiz cua-
drada de 36.

Ejercicio 36. Considerando los datos del ejercicio anterior com-
plete las siguientes oraciones,

a) La raiz cuadrada de 100 es
b) La raiz cuadrada de 16 es
¢) La rafz cuadrada de 36 es
d) La raiz cuadrada de 49 es =~
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¢) La raiz cuadrada de 144 es
f) La raiz cuadrada de 1 es

g) La rajz cuadrada de 81 es

h) La raiz cuadrada de 64 es

i) La raiz cuadrada de 4 es
j) La rafz cuadrada de 9 es

k) La rafz cuadrada de 169 es
1) La raiz cuadrada de 196 es

Si b es la raiz cuadrada de n, al nimero b se acostumbra
también denotarlo con el stmbolo Vvn (léase: “raiz cuadra-

da de n”).

Ejemplo:

a) Sabemos que 5 es la raiz cuadrada de 25. A este numere 5
también se le puede denotar con la expresién V25. (Léase “raiz
cuadrada de 25”.) Esto es,

V25 = 5.
Ejercicio 37. Complete las siguientes igualdades.

a)y VO = B b) v81 =
¢} Vi = e d) v6d =
g) Visd = § h) VI69 =
i) VoG — e i) V235 =
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La tabla muestra cémo han evolucionado los simbolos indoardbigos

TERCERA UNIDAD

SISTEMAS DE NUMERACION

En esta unidad estudiaremios algunas formas de denotar a los
numeros naturales, O sea, algunos sistemas de numeracion. En es-
pecial, analizaremos la estructura del sistema decimal que se usa
actualmente en casi todo el mundo.

También veremos como los algoritmos que empleamos para efec-
tuar adiciones y multiplicaciones con numeros naturales, estin jus-
tificados precisamente por la estructura del sistema de numeracién
y por las propiedades de las operaciones mencionadas.

I. SISTEMAS ANTIGUOS DE NUMERACION

En su desarrollo histérico, la humanidad ha creado diferentes
formas de nombrar o denotar a los niimeros naturales. Es decir, ha
inventado diversos sistemas de nuwmeracion.

Para darnos una idea de lo que es un sistema de numeracion, es-
tudiaremos a continuacién los sistemas que fueron empleados por
dos culturas de la antigiiedad: la cultura egipcia y la cultura romana.
Posteriormente estudiaremos el sistema de los mayas, que fue un
sistema de numeracién muy avanzado para su época.

1. SISTEMA EGIPCIO

Los egipcios de la antigliedad manejaron un sistema de nume-
racién en el que se usaban como simbolos bésicos los siguientes:

N 9 : ¢ o Y

dedo talén cuerda flor de dedo
enrollada loto

pez o hombre
apuntan- ballena sorpren-
do dido
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Estos simbolos o cifras denotaban, respectivamente, a los siguien-
fes nlimeros:
N 9 2 ¢ e ¥
1 10 100 1000 10 000 100 000 1 000 000
Con estas cifras un egipcio podia denotar a cualquier nimero na-
tural; bastaba para ello, que supiera sumar. Por ejemplo, ¢l nimero
ciento cuarenta y tres €ra expresado asi:
nn
2 I
AN
(Note usted que esta expresién representa la suma: 100 + 10 +
10 + 10 +10 +1 + 1+ 1.)
Por esta forma de denotar los nimeros en el sistema egipcio se
dice que tal sistema de numeracién es un sistema aditivo; o bien, que
tiene principio aditivo.

Ejercicio 1. Indique usted qué ntimero denota cada una de las
siguientes expresiones:

anm

a) 99 NIl v ge2 9 DL o g2
. 999 il

D OL 599 N @@Lk, B

Notard usted que cada uno de los niimeros, en el ejercicio ante-
rior, estd expresado con un minimo de simbolos bisicos. Esto se
hace asf por economia de espacio y esfuerzo, Por ejemplo, en lugar
de escribir el doce mil con doce flores de loto, lo hemos escrito asi:

g £ £
10000 + 1000 -+ 1000

Ejercicio 2. Escriba con simbolos egipcios, y usando el menor
nimero posible de cifras, los siguientes niimeros.

b) noventa y cuatro
d) ciento veinte mil trece

a) dieciocho
c) siete mil guince
Ejercicio 3. Exprese los nimeros que se indican a continuacitn
empleando el principio aditive y las siguientes cifras:
A 0J O »*
| 5 10 20

PR —_—
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a) dieciséis
¢c) nueve
€) noventa y nueve

b) treinta y ocho
d) catorce

Usted puede construir su propio sistema de numeracién. Lo tni-
€0 que necesita es inventar algunos simbolos basicos, darles un va-
lor especifico y manejarlos de acuerdo con el principio aditive. In-
téntelo, si lo desea. '

2. SISTEMA ROMANGC

En el antiguo sistema romano de numeracién los simbolos basi-
cos o cifras eran las siguientes letras maytsculas:

LV, X, L,C,D,M
Estas letras representaban, respectivamente, a los nimeros

1 A X L Q D M
1 5] 10 50 100 500 1000

Con estas cifras, los romanos denotaban nimeros naturales apli-
cando el principio aditive. Por ejemplo,

XVII significaba 10 + 5+ 1 + 1, o sea, 17
XXXVI significaba 10 + 10 + 10 + 5 + 1, o sea, 36
MDL significaba 1 000 + 500 + 50, o sea, 1550

Observe usted que, debido al principio aditivo, las expresiones
én este sistema romano se interpretan como sumas.

Note, ademads, que aqui las cifras estdn ordenadas, segin su
valor, de mayor a menor y de izquierda a derecha,

Los romanos empleaban simbolos especiales para los nimeros
4, 9, 40, 90, 400 y 900. Esos simbolos eran, respectivamente,

1v, IX, XL, XC, CD y CM

Observe que en estos casos las expresiones se interpretan como
restas, pues

IV=5-1=4
XL =50 — 10 = 40
CD = 500 — 100 = 400

X=10—-1=9
XC =100 — 10 = 90
CM = 1000 — 100 = 900

(A esto podria llamarsele: “el principio sustractivo del sistema co-
mano de numeracién”),
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Cuando uno de estos simbolos especiales aparecia en una expre-
sién, se tomaba como si fuera una sola cifra. Por ejemplo,

CMXLIX significaba 900 + 40 + 9, o sea, 949
MCDXCIV significaba 1 000 + 400 + 90 + 4, o sea, 1494

Para denotar un ndmero en el sistema romano, igual que en el
egipcio, se debe emplear el minimo posible de simbolos. Y, en espe-
cial, ninguna cifra puede escribirse mas de tres veces seguidas. Por
eso el cuatro, por ejemplo,:sg escribe 1V, y o IIII; el 900 se escribe
como CM y no como DCCCC; el 1500 es MD v no DDD; etcétera.
(Esto podria llamarse “principio de economia del sistema romano. )

Si querfan denotar niimeros mayores que 3 899, los Tomanos co-
locaban una barrita encima de los simbolos, y con ello indicaban
una multiplicacién por 1 000. Por ejemplo, para representar el cuatro
mil escribian

IV (4 % 1000)
para denotar el doce mil escribian

XIT (12 % 1000)
(Esto podria llamarse; “el principio multiplicativo del sistema roma-
no de numeracién™.)

Ejercicio 4. Indique usted qué niimero se expresa en cada inciso.

a) CDXCVII b) MCMLXXVI
¢) DCCCXCIV d) MCCXLIII
e) IVCMV £y VIII CCCXCIX

Eiercicio 5. Escriba con simbolos romanos cada uno de los si-
guientes nameros.

a) 385 b) 682
c) 2529 d) 1704
e) 5072 £) 0648

Si observamos los dos sistemas de numeracion que hemos men-
cionado hasta aqui, notamos que ambos estdn formados por lo si-
guiente:

a) Un conjunto de simbolos bésicos llamados. cifras:

b) Un conjunto de reglas o principios que indican c6émo deben
manejarse las cifras para denotar nimeros naturales.

.‘E_" ._.
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En general, todo sistema de numeracién, sea antiguo,o moderne;
presenta estas mismas caracteristicas. Esto es, todo sistema se inte-
gra con algunas cifras determinadas y con algunos principios que
indican cémo manejar esas cifras.

Ii. SISTEMAS POSICIONALES DE NUMERACION

Recibe el nombre de sistema posicional de numeracion, todo aquel
sistema en el que una misma cifra denota ntimeros distintos segin
la porjlcién que ocupa en una expresion. Usted habra observado que
por ejemplo, el sistema egipcio v el sistema romano no son posicio-’
n’ales; pero el sistema indoardbigo, que estudiamos en la primaria
si lo es. (Y también es posicional el sistema de numeracién qué
inventaron los mayas.)

A continuacion veremos algunos sistemas posicionales, empezan-
do por el que ya conocemos desde la primaria.

1. SISTEMA INDOARABIGO

Este sistema se llama asf porque fue inventado por los hindtes y

difundido despué " ! NG
oy spués por los arabes. En él se manejan las siguientes

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Usted ya sabe que estas cifras aisladas, denotan a los nimeros
del cero al nueve. Por ejemplo, sabe que la cifra 5 denota al nimero
de elementos de un conjunto como el siguiente:

{ﬁl *) D) L’ &}
Por ejemplo, con la cifra 9 se expresa el niimero de elementos
de un conjunto como éste:
{a,b,c,d, ¢, f, g, h, i}

Al numero denotado por cada una de estas cifras suele llamarsele
valor absoluto de la cifra. R
o Los principios que rigen el manejo de estas cifras, para nombrar

iumegfio_s mayores gue nueve, son el principio posicional y el princi-
plo aditivo. Expliquemos en qué consiste cada uno de ellos:
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Principic posicional

Una misma cifra denota numeros diferentes, de acuerdo con la
posicién que ocupa en cada expresién. Por ejemplo, la cifra 3, en
la siguiente expresién, denota numeros distintos.

3432

El niimero que denota una cifra en determinada posicion en una
expresion, recibe el nombre de valor relativo de esa cifra.

En este sistema, €l valor relativo de cada cifra se determina mul-
tiplicando su valor sbsoluto por una potencia de 10. Por ejemplo,
en 3 432 tenemos los siguientes valores relativos:

3 4 3 2
1 % ? 1
3 X 107 4 X 10* 3 X 10! 2 X 10°

Observe usted que en las distintas posiciones de una cifra, en
una expresién, se consideran distintas potencias de 10. Para recordar
méas facilmente qué potencia se considera en cada posicién, veamos
el siguiente esquema:

10¢ 10 10" 10® 10 10t 107 10 10" 10°

10a. 9a. B8a. Ta. Ba. DHa. 4a. 3a. 2a. la.

g
posiciones

(Los puntos suspensivos indican que las posiciones se pueden con-
siderar indefinidamente hacia la izquierda.)

En este esquema podemos observar que las posiciones empiezan
a contarse a partir de la derecha y que las potencias consideradas son
potencias sucesivas de 10, empezando con 10°. ;Puede usted decir
qué potencia se considera en la 6a, posicion? .Cual potencia con-
sideraria usted en la 12a. posicién?

Principio aditivo

Toda expresién debe interpretarse como la suma de 10s vyalores
relativos de las cifras que la forman. Por ejemplo, el 3432 denota
la suma:

i 1
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3 4 3 2
3(104) + 4(102) + 3(10Y) + 2(10°)

0 sea,
3(1000) + 4(100) + 3(10) + 2(1)
3000 4 400 + 30+ 2

Como vemos, las expresiones que utilizamos en este sistema de
pumeracién son formas breves de indicar sumas. Por ejemplo, la
expresion 598 denota la suma

5(10%) + 9(10") + 8(10%)

Ahora bien, si un nimero se expresa por medio de una suma
como esta Gltima, diremos que tal numero estd expresado en notacién
desarrollada.

Ejercicio 6. Exprese en notacién desarrollada los siguientes ni-
meros,

a) 467 = (4(102) + 6(10* + 7(10)
b) 1891 =

¢) 46205 =

d) 569300 =

e) 208 003 =

f) 1000106 =

Eiercicio 7. Escriba en forma breve los siguientes nimeros.
a) 8(10%) + 0(10Y) + 5(10v) =
b) 6(10%) 4+ 4(10%) + 1(10") + 0(10°) =
c) 1(10%*) + 0(10%) + 0(102) + 7(10*) + 0(10") =
d) 5(10°) + 4(10%) + 3(10%) + 2(10*) =
e) 6(10°) + 5(10%) +4(10%) +3(10*) + 1(10¢) =

£) 6(10°) + 5(10%) - 7(10) + 9(10°) + 8(10") =
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Desde 1a escuela primaria usted ha usado la notacién desarrollada
de los numeros: solo que empleando nombres especiales para las

+ 5(10°) + 0(10°) =

distintas potencias de 10:

10¢

sauoput [T

(uormi 9p IP[r 9P Sapeprun)

Usted leia, por ejemplo, la expresién 8 632 en la siguiente forma:

8

108

souoIIMt UIry

{UQIIl 2P SEUMUD )

107

SaATOY[TEL ZaK]

(U 2P SEUARP)

10 10®  10¢
— -~ -~
EE §F By
EE E'.'s SN
= = g
a2 EE. 0B
- v o @
& & >
5 =R E
E B F
g I 2

6

“8 unidades de millar, 6 centenas,

y en lenguaje comun simplificaba un poco diciendo:

8

“ocho mil,

| =3oRE S0 --2'.
De todas maneras, con cualquiera de esas dos expresiones, usted

6

seiscientos

estaba indicando la suma

Eiercicio 8.

8(10*) + 6(10*) + 3(10") + 2(10")

Tal como se hace en el inciso a), exprese en nota-

cién desarrollada cada ndmero
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g) 3(10%) + 4(10*) +2(10%) + 1(10°) + 6(10")

102

SATIL

{Te[[Imt Ap Sapepiun)

3

3 decenas y 2 unidades”

3

treinta y

a) 739 = 7(10*) + 3(10") +9(10%)

102

{spuaanl

7 centenas 3 decenas y 9 unidades

setecientos treinta y nueve

SOYITALY

=t
2

(seuz02p)
savanq

2

2

dos

»

2

{sapeprun’)
SO

e
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b) 456 = ¢) 824 =
d) 3 645 = e) 2408 =
£) 43 006 = g) 742860 =
Ejercicio 9. Lea las siguientes expresiones:
a) 800 b) 396
c) 2007 d) 4 590
e) 580 743 f) 19675213 100

g) 103 006 005 004

Ejercicio 10. Escriba en notacién indoarabiga los siguientes nu-
mMerocs:

a) Tres mil cuatrocientos

b) Ciento diez mil, doscientos trece

¢) Quince millones, dos mil cuarenta y seis

d) Doce mil millones, ocho mil guinientos uno
¢) Ciento veinte mil millones, trescientos nueve
f) Quinientos millones, ciento cincuenta

g) Seiscientos dos millones, mil quince

En virtud de que el sistema indoardbigo de numeracion utiliza
como base el namero 10 y tiene principio posicional y principio adi-
tivo, se acostumbra decir que dicho sistema es decimal, posicional y
aditive.

;Cree usted que se podria estructurar un sistema de numeracion
posicional aditivo sin tener un simbolo para el cero? ;Por qué?

2. SISTEMA DE BASE CINCO

Como su nombre lo indica, este sistema de numeracién utiliza
como base el numero cinco, Esto significa que los ntimeros conside-

rados en las distintas posiciones de una cifra, en una expresion, son
potencias de 3.

5 B8 5* &5 bH* o O

7a. HBa. Ba. 4a. 3a. 2a. la.

A J
e

posiciones
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En este sistema de numeracién son necesarios cinco simbolos ba-
sicos para denotar a los nimeros cero, tmo, dos, tres y cuatro, res-
pectivamente. Estos simbolos pueden ser inventados o escogidos ar-
bitrariamente; pero, por comodidad, se prefiere el empleo de cifras
ya conocidas por nosotros;

0,1,2, 3.4

Como el sistema es posicional, cada una de estas cifras, al formar
parte de una expresién tendrd dos valores: su valor absoluto y su
valor relative.

El valor absoluto de estas cifras es el mismo que tienen en el
sistema indoardbigo, y el valor relativo de alguna de ellas, al formar
parte de una expresion, es el producto de su valor abscluto por la
potencia de 5 correspondiente,

Como el sistema es aditivo, cada expresién representa una suma:
la suma de los valores relativos de las cifras que la forman.

Ejemplo. Consideremos la expresién 2 134,,,,. (Léase: “2, 1,
3, 4, base cinco”.)
Esta expresion denota la suma

2 1 3 4'c|nen
2(5%) + 1(5%) + 3(5") + 4(5")

Por supuesto, el nimero denotado por esta expresién no puede
sex el “dos mil, ciente treinta y cuatro”; pues no estamos usando la
base 10. Si deseamos nombrar al numero 2 134, habri que
traducirlo al lenguaje decimal, que ¢s el que estamos acostumbrados
a emplear:

2 1 3 4 cinco
2(57) + 1(5%) + 3(5") + 4(6%) =
2(125) + 1(25) + 3(5) + 4(1) =

250 + 25 + 15 + 4 =204

Asi tenemos que el nimero expresado como 2 134.,,,., es el 294
{doscientos noventa y cuatro),

Ejemple. La expresion 12 432,,,., denota al nimero 992 porque
1 2 4 3 2 cineo

1(5%)  +2(5°) +4(5%) -+ 3(5) + 2(5%)
1(625) +2(125) + 4(25) + 3(5) -+ 2(1)
625 +250 +100 +15 +2

852

1l
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Ejercicio 11. Encuentre qué nUmero esti expresado en cada
inciso.

a) 2130 b) 323,
c) 442, ... d) 2342,
e) 3144, . t) 4444,
£ DADAT hy 32323

3. SISTEMA DE BASE DOS

Este sistema de numeracién, también llamado sistema binario,
ha servido de base para la construccion y funcionamiento de algunas
computadoras electzénicas, En él se manejan dos simbolos bdsicos
gue sirven para representar, respectivamente, a los niimeros uno y
cero.

En el caso de las computadoras estos simbolos son “encendido” y
“apagado”. Nosotros podriamos inventar cualesquiera otros simbolos;
pero, por comodidad, usaremos las cifras 1 y 0 que ya conocemos,

Hstas cifras se manejan, segin los principios posicional y aditivo,
en la siguiente forma:

Principio posicional

La cifra 1 denota numeros distintos en las diferentes posiciones
que puede tener en una expresion. Y, como la base del sistema es el
numero dos, los valores relativos que tiene el “1” en sus distintas
posiciones son potencias de 2:

97 96 af '24 93 92 21 20

Ejemplo. a) En 100, (léase “1, 0, 0 base dos™) el valor relativo
del “1” es cuatro porque estd en la tercera posicién, en la cual se con-
sidera la potencia 22,

1 0 0]
? 1 t
1(2) 002 (2"
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Prinecipio aditivo
‘Toda expresion denota la suma de los valores relativos de las
cifras que la forman.

Ejemplo. La expresién 1011, (1éase: “1, 0, 1, 1, base dos”).
denota al nimero once porque
1 0 1 1 dos
108) + 0(4) + 1(2) + 1(1)=
1(2%) + 0(28) + 1(2") +1(2") =
8+0+2+1= 11

Observe usted que aqui también estamos “traduciendo”, pues una
expresién del sistema binario la interpretamos por medio del len-
guaje v el simbolismo que manejamos en el sistema decimal.

Ejercicio 12. Encuentre qué nimeros denotan las siguientes
expresiones.

a) 114 b) 1014,
¢) 1104 d) 1114 )
e) 10114, £) 11104, )
g) 11 1014, h) 1110111,

i) 1 111 111:;05 j) 1 000 Dlodu:‘:

4, SISTEMA MAYA

La civilizacién Maya-Quiché y el pueblo hindd comparten el ho-
nor de haber sido las unicas culturas, en todo el mundo, que inven-
taron sistemas de numeracién posicionales aditivos cuyo funciona-
miento, ademds de ser sencillo, evité las dificultades y confusiones
al simbolizar los niimeros.

El pueblo hindd tomé como base de su sistema el niimero 10 y
utilizé diez cifras. Los mayas tomaron como base el numero 20 y eés-
tructuraron su sistema manejando solamente tres simbolos bésicos:
un punto (-), unaraya (—) y una especie de concha de caracol (&)
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En la numeracién maya los numeros del uno al diecinueve se re-
presentaban asi:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16
17 18 19

Como puede verse, para denotar estos numeros sélo usaban el
punto y la raya (que representaban al 1 y al 5, respectivamente)
combinados de acuerdo con el principio aditivo.

' Para nlmeros mayores que 19 ya empleaban el principio posi-
cional y el tercer simbolo (&) que denota al cero.

Asi, por ejemplo, veinte se representaba como

=1(20') = 20
& = 0(20°) = 0
20
Cuarenta se indicaba como dos veintes asi:
= 2(20") = 40
@ =0(20") = 0
40

El numeral < servia para nombrar al ochenta, pues

e = 4(207) = 80
& =0(20") = 0
80

_ ¢Como se expresaba el nlimero ciento veinte en este sistema vige-
simal de los mavyas?
Como 120 = 6(20), se tenia que indicar el seis en 1a posicién
de los veintes:

= = 6(200) = 120
& =0(20 = 0
120
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El ntimero 125 se indicaba como: o = L, L
|| Ejercicio 13. Encuentre qué numeros representan los siguientes

— = 6(20") = 120 | numerales mayas.
ny — ‘J i . bt
— =5(20)=_5 -; a) .. d) & g s 5 B
125
Fl numeral = simbolizaba al ndmero 465 porque b) 2= &) — h) & k) =
= 1(20%) = 400
CCR— 3(20‘) — 60 = JR— —
— =5(20)=_5 ¢ o H S iy — =
165 | ) = iy — ) =
)
Como puede observarse, los numerales se leian en sentido verti- | Ejerc'fc’io 14. Exprese los siguientes niimeros en el sistema de
cal de arriba hacia abajo, y las potencias sucesivas de la base se con- numeracién maya.
sideraban, en las posiciones, de abajo hacia arriba. | a) 7 b) 26 ¢) 35 d) 89
il e) 500 f) 6000 g) 16 000
h) 40000 i) 160 000
204 160 000 (ciento sesenta miles) _
. p 2292 §§9999H|
20° 8 000 (ocho miles) k) RIRIAIAN!
920° 400 (cuatrocientos) 1y MCMLXX m) CDLXXXIX
20 20 (veintes) | n) 11 01 0) 1011 101,
!
200 1 (unOS) P) 1.234(:“\:&0 q) 3 1211:1‘0&0
Y para indicar las distintas posiciones se dejaba un espacio con- | III. ALGORITMOS DE LAS OPERACIONES EN EL
veniente entre simbolo y simbolo, de modo que no hubiera confu- - SISTEMA DECIMAL
siones.
di s 105 Todos sabemos hallar la suma, el producto, €l cociente, la dife-
= esdiez - : rencia, etc., de dos nimeros dados, pues hemos aprendido ciertos
algoritmos (procedimientos) para hacerlo, Estos algoritmos, aplica-
bles a cualesquiera ndmeros, estin basados en las propiedades de
las operaciones, en la estructura del sistema de numeracién y en las
[ tablas de adicién y multiplicacién para numeros menores que 10.
= es 145 2= es 12 A continuacién analizaremos brevemente, en algunos ejemplos
— = particulares, cuédles son las propiedades que se utilizan en los algo-




82 MATEMATICAS PRIMER CURSO

ritmos de la adicién y la multiplicacién en el sistema decimal de nu-
meracion.

1. ALGORITMO DE LA ADICION

Para encontrar la suma de 13 y 15, por ejemplo, se disponen
verticalmente los simbolos,

+ 13 y luego se piensa: “3 mas 5 son 8&;
15 1 mas 1 son 2; la suma es 28"

Esto es valido porque

1) 13+ 15 = 1(10) + 3 + 1(10) + 5 Por la estructura del siste-
ma de numeracion.

2) = 1(10) + 1(10) + 3+ 5 Por la propiedad conmuta-
tiva de la adicién.

3) =(1+1)x10+3+5 Por la propiedad distributi-
va de la multiplicacién res-
pecto a la adicion.

Porque, de acuerdo con la

4 =2(10) + 8

: (19) tabla, 1+1=2 y 3+5
= 8.

5) = 28 Por la estructura del siste-

ma de numeracién.

Como vemos, del paso 3 al paso 4 se suman las decenas con
decenas y las unidades con unidades, y €50 es precisamente lo que
se hace en el algoritmo.

Algunas veces en nuestro algoritmo hablamos de “llevar”; jqueé
significa esto?

Por ejemplo, al buscar la suma de 25y 17 procedemos asi:

25 (5 y 7 son 12, escribimos 2 y “llevamos” 1).
+ 17

2

|
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i
25 (1 mas 2, mas 1, son 4; la suma es 42)
+ 17

42

En este caso las propiedades aplicadas son:

1)25 +17 =2(10) + 5+ 1(10) + 7 Por la estructura del sis-
tema de numeracidn,

2) =9(10) + 1(10) + 5 + 7 Propiedad conmutativa
de la adicion.

3 =(2+1) X104+ 5 +.7 Propiedad distributiva de
la multiplicacién respec-
‘to a la adicidn.

4) =(2+1) X 10+ 12 Segun la tabla, 5 + 7 =
12.

5) = (2 +4 1)(10) 4+ 1(10) + 2 Por estructura del siste-
ma de numeracion.

6 =(2+ 1+ 1)(10)+ 2 Por la propiedad distri-
butiva.

7 =4(10) + 2 Por la tabla, 2 +1+1
=4,

8) =42 Por estructura del siste

ma de numeracion.

Como se ve, el escribir 2 y “llevar” 1, en el algoritmo, significa
que de las 12 unidades tomamos 1 decena y la sumamos con las
demas decenas (paso 5 a paso 7).

Ejercicip 15. Indigue usted la propiedad que se emplea en cada
paso de la siguiente secuencia.

1) 274 + 315 = 2(10*) + 7(10) + 4 + 3(10*) + 1(10) + 5

2) = 9(10*) + 3(10®) + 7 (10) + 1(10) ~ 4 + 5
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3) = (2 + 3)(10%) + (7 -+ 1)(10) + 4+ 5
4) = 5(10%) + 8(10) + 9
5) =588

Ejercicio 16. Indique la propiedad que se aplica en cada paso
de la siguiente secuencia.

1) 674 + 2956 =6 X 10* + 7 X 10 + 4 +2 X 10° + 9 %x 10+ 5

2) :6><10=+2><10=+7.><10+9><10+4+5
3) = (6 + 2) x 10° + (7 + 9)10 +4+5

4) = 8(10%) + 16(10) + 9

5) = 8(10%) + (1. X 10 + "6)(10) +9

6) = 8(10®) + 1(10*) + 6 (10) + 9

7) = (8 4+ 1)(10°) + 6(19) + 9

8) = 9(102) + 6(10) + 9

9) =969
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2. ALGORITMO DE LA MULTIPLICACION

Para hallar el

simbolos asi

y decimos: 3 por 5 son 15, escribimos 5 y
6 y 1.que “llevabamos” son 7, el

1) 3X25=

2)
3)

4)

5)
6)

7)

2)
3)

4)

Ejercicio

25
X 3

25
X 3

75

3(2 X 10 + 5)

(3 X2X10) + (3 X 5)

6 X 10 + 15
6 X104+ 1x10+ 5

(6 +1)x10+5
7(10) + 5

75

producto, por ejemplo de 25 y 3, disponemos losg

“llevamos” 1; 3 por 2 son
producto es 75.

Las propiedades empleadas en este algoritmo son las siguientes:

Estructura del sistema de
numeracion.

Propiedad distributiva.

Por la tabla, 3 X 2 =6
y 3 X5=15,

Estructura del sistema de
numeracion.

Propiedad distributiva.,
Por la tabla, 6 + 1 = 7,

Estructura del sistema de
numeracion,

17. Indique usted las propiedades que se emplean en
la siguiente secuencia

1) 2 X 34 =2(3 % 10 + 4)

2X3X10+2x%x4
6 X 10+ 8
68
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de nimeros

CUARTA UNIDAD

FACTORIZACION

En esta unidad estudiaremos los conceptos de multiplo, divisor,
factor, divisibilidad, nGmero prime, factorizacion, minimo comin
multiplo y maximo comun divisor. Posteriormente utilizaremos esas
ideas en la resolucién de algunos ejercicios y problemas.

1. MULTIPLOS

Al considerar una ecuacién del tipo b X =a,enlaqueayhb
sean numeros naturales o cero, si su solucion es un nitmero natural,
entonces se dice que a es multiplo de b,

Ejemplo. La ecuacién 3 X = 12 tiene por solucién al ntuime-
ro 4. Entonces, 12 es multiplo de 3.

Ejemplo. 15 es maltiplo de 5 porque la ecuacién 15 = 5 X
tiene solucién natural.

Ejemplo. 28 es multiplo de 7 porque la solucién de la ecuacién
28 =7 es un numero natural, e] 4.

Ejemplo. La ecuacién 7 X = 20 no tiene solucién con natu-
rales. Por consiguiente, 20 no es miltiplo de 7.

Ejercicio 1. En cada pareja de niimeros diga si el primero es mul-
tiplo del segundo o no. Y dé la razén de su respuesta, tal como se
hace en a) y b). (Las letras denotan ntmeros naturales. )

a) b8, 2 58 si es multiplo de 2 porque la
ecuacion 58 =2 X si tiene so-

lucién con nimeros naturales.
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35 no es multiplo de 3 porque la
ecugcion 35 = 3 ¥ no tiene so-
lucién con nuameros naturales:

b) 35, 3

¢) 48, 6 d) 52, 4
e) 58, 8 £) 70, 10
g) 95, 10 h) 95, 5
i) 5m, 5 1) 14a, a
k) 12x, 6

2. DIVISORES

Ya hemos dicho que si la ecuacién a = b X tiene solucion
natural, entonces a es multiplo de b. Cuando ocurre esto se acos-
tumbra también decir que b es diviser de @; 0 bien. que b es factor de a

Ejemplo. La ecuacién 6 X @ = 30 tiene como solucion un nu-
mero natural: el 5. Por consiguiente, 6 es divisor o factor de 30.

Ejemple. La ecuacién 3 X = 20 no tiene solucién con nume-
ros naturales. Por tanto, 3 ne es divisor de 20.
Ejercicio 2. En cada pareja de numeros, diga si el primero es

divisor del segundo o no. Y dé la razén de su respuesta, como se hace
en a) y b). (Las letras denotan niimeros naturales.)

a) 8, 40 8 es divisor de 40 porque la ecua-
cibn 8 X . =40 tiene solucion
natural.

b) 5, 14 5 no es divisor de 14 porque la
ecuacién 5 X i = 14 no tiene so-
lucién con numeros naturales,

c) 6, 120 d) 7, 27

e) 9, 72 £) 7, 28

g) 15, 100 h) 15, 300

i) 4, 4x i) n, 6n

k) 3, 15a

El algoritmo de la divisién puede servirnos también cuando de-
seamos saber si un niimero es divisor de otro o no lo es. Por ejemplo,
(es 15 divisor de 2107?

—
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Si dividimos 210 entre 15 encontramos que el residuo es cero.
14
15[210
60
0

Por lo tanto, podemos indicar que 210 = 15 X 14.

Esto es 15 es divisor o factor de 210.
¢Serd 21 factor de 405?

Ejemplo. ;21 es factor de 405?
Al dividir 405 entre 21 encontramos que el residuo no es cero.

19

21405

195
06

Por lo tanto,
21 no es factor de 405.

Ejercicio 3. Encuentre en cudles de las siguientes parejas el pui-
mer namero es factor del segundo.

a) 24, 490 b) 35, 175
c) 18, 324 d) 13, 273
e) 34, 165 £) 78, 2418

-Ejerciciﬁ 4. Considerando que 65 = 13 X 5, complete las si-
guientes expresiones escribiendo en cada espacio la palabra multiplo
o factor, segim corresponda.

a) 65 es ~de 13
b) 13 es de 65
¢) 5 es de 65
d) 65 es de 5

Ejercicio 5. 8i b es un natural tal que 5 X b = 40,

d) ¢es b multiplo de 40?
e) (jes 5 divisor de 407?
f) ¢es 40 divisor de b?

' Ejercicio 6. Conteste cada una de las siguientes preguntas y ex-
plique su respuesta,

a) ¢Jes 40 multiplo de b?
b) ¢es 5 multiplo de b?
c) ¢es b divisor de 407
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a) ¢es 1 divisor de 1017

b) ¢es 101 miltiplo de 1?

c) ¢Jes 1 factor de 867

d) jes 50 factor de 507?

e) jes 1000 000 divisor de 1 000 0007
f) ;es 85 multiplo de 18?

3. CONJUNTO DE MULTIPLOS DE UN NUMERO

Consideremos el conjunto siguiente:
{0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, ...}

Los elementos de este conjunto son los multiplos de 7 y podria-
mos denotarlos asi:

{(TXO,7TXLT7TX2,7TX3TXETXETXE, ...}

(Obsérvese que los multiplos de 7 se obtienen multiplicando
el namero 7 por cada uno de los elementos de w = {0,1,2,3, ...}.)
En general, los miltiplos de un ntmero a forman el conjunto

{¢-0,a-1,a-2,a-3,a-4,a-5,a-6, ...}
= {0, a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, ...}

Ejercicio 7. Encuentre los primeros cinco multiplos de cada uno
de los siguientes niimeros naturales,

a) 3 b) 6
c) 4 d) 8
e) n f) 3n
g) 2x h) 13

4, CASOS COMUNES DE DIVISIBILIDAD
(Podria usted encontrar a simple vista, en cada inciso, si un
numero es miltiplo del otro?

a) 2, 15 b) 9, 234 c) 10, 84
d) 3,28 e) 5, 19 £) 3, 546
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(Puede usted determinar sin equivocacién, de cudles ntimeros
entre los siguientes es factor el numero 2? Subriyelos.

34 427 369 9 758 650
.Y de cudles ntimeros entre los siguientes es factor el 3?
28 45 36 59 147

En ocasiones, un problema se resuelve con mayor rapidez si
podemos determinar la existencia de multiplos y divisores. Por eso
en la escuela primaria se estudian los casos mdas comunes de divi-
gibilidad. ¢Los recuerda usted? Seguramente si los recuerda y eso
le permitié acertar en la seleccién de los mmiltiplos pedidos ante-
riormente. A continuacién haremos un repaso de los casos de divi-
sibilidad que usted ya conoce.

Divisibilidad entre 2

Como usted sabe, a los multiplos de 2 se les llama ndmeros pares.
Escribamos el conjunto de esos numeros:

(Mdltiplos de 2} = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, ...}

A las cifras que denotan muiltiplos de 2 también se les acostum-
bra Namar cifras pares. (Note usted que tales cifras son 0, 2, 4,
6y8.)

Observemos ahora el conjunto de multplos de 2. jQué particu-
laridad encuentra usted? ¢Todos ellos terminan en cifra par? Efec-
tivamente, asi es. Por eso sus maestros de primaria le dijeron alguna
vez que:

Ejemplo. El ndmero 354 es multiplo de 2; es decir, es divisible
entre 2, porque la ultima cifra en la expresién 354 es cifra par.

177
2 [354
15
14 354 =2 X 177
0
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Ejemplo. FEl ntimero 247 no es multiplo de 2; es decir, no es di-
visible entre 2, porque la ultima cifra, 7, no es cifra par.
123
2[247 _
04 247 no es igual a 2 X 123
07
1
Ejercicio 8. De los siguientes nimeros, encierre en un rectangu-
lo los que son divisibles entre 2.

a) 391 b) 845 ¢) 376
d) 1548 e) 7294 £) 1110
g) 2461 h) 13692 i) 18429

Divisibilidad entre 5
Consideremos ahora el conjunto de los multiplos de 5:

10. 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, ...}
Si observamos cualquiera de estos nmameros notamos que la ex-
presion que lo nombra termina en 5 o bien, termina en 0.
En virtud de que los multiplos de 5 son los nimeros divisibles
entre 5, podemos indicar lo siguiente.

Ejemplo. El ntimero 6 835 es multiplo de 5; es decir, es divisible
entre 5.
1 367
5| 6835
18 -
33 6 835 =5 1367
35
0
Ejemplo. El niimero 15 310 es mdltiplo de 5.
3062

515310
031
10 15310 = 5 X 3 062

0
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Ejemple. El namero 563 no es multiplo de 5, pues su tltima
cifra no es O ni 5.
112
5| 563
06
13 563 no es igual a 5 X 112
3

Ejercicio 9. Encierre en un circulo los niimeros que son multiplos

de 5; o sea, los que son divisibles entre 5.

a) 15 b) 45 c) 48
d) 74 . e) 192 £) 190
g) 1830 h) 3405 i) 15001

Divisibilidad entre 10

Esta divisibilidad es la més ficil de reconocer entre todas. Basta
con ver si la dltima cifra en una expresién es 0.

Podemos ver que esto es cierto simplemente observando el con-
junto de los mialtiplos de 10.

{0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, ...)

Ya habré usted notado que los tres casos de divisibilidad estu-
diados hasta aqui se reconocen observando tnica y exclusivamente
la‘ Gltima cifra que aparece en la expresién usada para denotar al
numero. Esto se debe a que estamos manejando el sistema decimal
de numeracién. En un sistema con otra base no siempre seria posible
aplicar este criterio para saber si un nimero es divisible entre 10,
entre 5 o entre 2.

Note usted ademds que si un nimero es multiplo de 10, entonces
te_@tmbién es multiplo de 5 y de 2. 4Qué le sugiere este hecho? 2 Sera
Slempre cierto que si un nimero a es miiltiplo de b, entonces todos
los multiplos de a son también multiplos de b? Mas adelante vol-
Veremos a ver un caso como éste.
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Divisibilidad entre 3

Para determinar si un mumero es multiplo de 3, se suman las
cifras con las que se simboliza dicho numero y se aplica el siguiente
criterio:

Observemos esto en los siguientes ejemplos.
Primero escribamos el conjunto de multiplos de 3:

{0, 3,6; 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, ...}

Ahora tomemos por ejemplo el numero 12. Las cifras con las
que se expresa son J y 2. La suma de ellas es { + 2 = 3 y ocurre que
3 es multiplo de 3.

Consideremos otro numero; por ejemplo, el 27. La suma de las
cifras 2 y 7 es 9 vy 9 es multiplo de 3.

Ejemplo. Tomemos el nimero 4 521.

La suma de sus cifras es 4 +5 + 2 + 1 = 12,

Como 12 es multiplo de 3, entonces 4521 también es multiplo
de 3, Comprobémoslo:

1507

3|4 52]

15
021 4521 =3 X 1507

0

Ejemplo. Consideremos el numero 3 361.

La suma de las cifras es 3 +3 +6 + 1 = 13.

Puesto que 13 no es divisible entre 3, el nimero 3 361 tampoco
es divisible entre 3.

1120
3|3361
03

06
01 3 361 no es igual a 3 X 1120

1
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Ejercicio 10. Encierre en un rectdngulo los nimeros que son di-
visibles entre 3.

a) 36 b) 45 c) 63
d) 91 e) 105 f) 540
g) 168 h) 826 i) 1621

Divisibilidad entre 8

Ejemplo. La suma de las cifras en 459 es 4 + 5 - 9 = 18. Pues-
to que 18 es multiplo de 9, el nimero 459 también es multiplo de 9.

51
9 [459
09 459 = 9 X 51
0

Ej.emplo. En el nimero 982 las cifras suman 9 + 8 + 2 = 19. Y
como 19 no es multiplo de 9, el ntmero 982 no es divisible entre 9.

109
9 [m
082 982 no es igual a 9 X 109
1

Ejercicio 11. Escriba el conjunto de los miltiplos de 9 y luego
sume las cifras que nombran a cada uno de ellos. Vea si cada suma
es un multiplo de 9.

] Ejercicio 12. Encierre en un circulo los niimeros que son multi-
plos de 9.

a) 72 b) 108 c) 1422
d) 95 e) 945 £) 2639
g) 747 h) 608 i) 4608

Divisibilidad entre 6
El conjunto de los multiplos de 6 es:
{0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, .
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Si observamos estog numeros notamos que cada uno de ellos
termina en cifra par y es divisible entre 3. Esto es, cada multiplo de
6 es también multiplo de 2 y de 3. Este es el caso que habiamos
prometido ver:

Como 6 es miultiplo de 2 y de 3, todos los multiplos de 6 también
deben ser muiltiplos de 2 y de 3. Por lo tanto,

Ejemplo. El nimero 816 es miltiplo de 2, pues su ultima cifra
es par, y también es multiplo de 3, pues sus cifras suman 8 +
1 + 6 = 15. Por lo tanto, dicho numero es divisible entre &,

136
6 [816
21
36 816 =6 X 136
0

Ejemplo. El nimero 32 es divisible entre 2; pero no entre 3,
porque 3 + 2 = 5. Por lo tanto, 32 no es muiltiplo de 6.

i

6

b o

32 no esigual a 6 X 5

Ejemplo. El nimero 21 es multiplo de 3; pero no de 2. Enton-
ces, 21 no es divisible entre 6.

-

6]

=

21 noesigual a 6 X 3

Ejercicio 13. Encierre en un rectangulo los ntiimeros que son divisi-
bles entre 6.

a) 45 b) 54 c) 78
d) 234 e) 124 f) 348
g) 824 h) 492 i) 429
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5. CONJUNTC DE DIVISORES DE UN NUMERO

Dado un numero cualquiera, es posible determinar el conjunto
de todos sus divisores ya sea aplicando los criterios de divisibilidad
que acabamos de ver, o bien, utilizando el algoritmo de la divisién.
Por ejemplo, consideremos el 6 y busquemos todos sus divisores:

6
1 es divisor de 6, ya que 176
0
3
2 es divisor de 6, ya que 276
0]
2
3 es divisor de 6, ya que 376
0
1
4 no es divisor de 6, ya que 476
2
1
5 no es divisor de 6, ya que 516

bt =l (T

(=3}
|

6 es divisor de 6, ya que

o

(Es posible que algin nimero mayor que 6 sea divisor de 6?
Desde luego que no, pues la ecuacién 6 = b X [] no tiene solucién
natural cuando b es mayor que 6.

Por consiguiente, el conjunto de los divisores de 6 es
{1, 2, 3, 6}

Ejercicio 14. Encuentre el conjunto de los divisores del ndmero
que se da en cada inciso.

a) 4 d) 3%5
b) 5 e) 7
¢) 10 £) 11
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6. NUMEROS PRIMOS Y NUMEROS COMPUESTOS

Si consideramos cualquier ntmero natural a, mayor que 1,
observamos que

1 es divisor de @ (porque a = 1 X a)
y también
‘a es divisor de @ (porque a =a X 1)

Por consiguiente, todo niimero natural mayor que 1 tiene por
lo menos dos divisores.

¢Cuales de los ntimeros del ejercicio anterior tienen solamente
2 divisores?

Si usted resolvié correctamente el ejercicio, habrd observado que
éstos son 5, 7y 11.

Los nimeros naturales que tienen esta propiedad juegan un
importante papel en las matematicas y se llaman niimeros primos.

Observemos que:

1 tiene un solo divisor,

los niimeros primos tienen dos divisores y

los demds ndmeros naturales tienen mas de dos divisores. A estos
ultimos se les llama nimeros compuestos.

Ejercicio 15. Diga cudles de los siguientes niimeros son primos
y cudles son compuestos,

a) 9 b) 8 c) 19
d) 100 e) 17 ) 71
g) 83 h) 38 i) 91
i) 23 k) 21 1) 1670
m) 109 n) 3471 o) 151

Hace mucho tiempo un matemético griego llamado Eratéstenes
inventdé un procedimiento para encontrar los niéimeros primos entre
1 y algin nimero dado. El procedimiento es muy sencillo y f4cil
de aplicar. Por ejemplo, apliquémoslo para hallar los ntimeros pri-
mos que hay entre 1 y 100:

Primero escribimos los ntimeros naturales del 1 al 100.

CUARTA UNIDAD — FACTORIZACION 99

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 b6 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 56 a7 98 9% 100

Como 1 no es primo, lo “tachamos” de la lista. Luego conside-
ramos el 2 (que es el primer primo gue encontramos) y lo elevamos
al cuadrado. Tachamos el cuadrado de 2 y todos los niimeros que
contemos “de dos en dos” a partir de €l. Asi quedan eliminados el
4, el 8, el 8, el 10, el 12, etcétera, que son multiplos de 2.

Después del 2 encontramos sin tachar el nimero 3, que es el
siguiente primo. Elevamos este numero al cuadrado y, a partir de
este cuadrado (9) eliminamos todos los nimeros que contemos “de
tres en tres”, Asi quedaran fuera el 12, el 15, el 18, el 21, etcétera,
que son multiplos de 3.

El siguiente ntimero que encontramos sin tachar, después del 3,
es el 5. Procediendo como antes, eliminamos sus multiplos tachande
“de cinco en cinco” a partir del 25, que es su cuadrado.

Seguimos asi hasta hallar un primo cuyo cuadrado sea mayor
que el Ultimo numero considerado en la lista, Esto es, en nuestro
ejemplo, suspendemos el procedimiento al llegar al 11 porque
11 = 121,

Los nimeros que quedaron sin tachar son los numeros primos
que hay entre 1 y 100.
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RXOQOXOOX 0O x
X RXRXXXXXXXO

A continuaciéon damos una lista de los primeros cincuenta ni-

meros primos.

X0 x00®Xx0006

REXRRXRXYX XXX x
EX XXX EXXXO
X X RX XXX XWw

QXXOx0O%X0G0
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XX X %% %5 X¥XX¥xx

¥@@x@x ¥XO0 x
X 28X x32 XX xy¥X

2 3 5 71 11 13 17| 19| 23| 29
31| 37| 41| 43| 47| B3| 59| 61 67 | 71
731 79 | 83| 89| 97 | 101 [ 103 | 107 | 109 | 113

127 (131 |137 | 139 | 149 | 151 | 157 | 163 | 167 | 173
179 1181 |191 | 193 | 197 | 199 | 211 | 223 | 227 | 229

7. MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO
COMUN MULTIPLO

El conjunto de los ntimeros naturales mayores que 1 se puede
dividir en dos conjuntos ajenos: el conjunto de los niimeros primos

y el conjunto de los numeros compuestos:

CUARTA UNIDAD — FPACTORIZACION 101
(2,8, 5, 7. 11; 18, 5. <)
(4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, ...}

Observe que todo nimero compuesto se puede expresar como
producto de ntimeros primos, de una manera tdnica,

Ejemplo.
4=2x2 6=2xX3 8=2X2X2
9=3x3 10 =2 X5 12=2X2 X3

Es conveniente saber expresar un numero compuesto como un
producto de primos. Esto puede hacerse aplicando los criterios de
divisibilidad que vimos antes.

Por ejemplo, para expresar el 60 como un producto de primos
podemos proceder asi:

Como la ltima cifra de 60 es miiltiplo de 2, 60 es divisible entre
2. Asi, tenemos que 60 = 2 X 30.

Pero también 30 es divisible entre 2. Por eso, 60 = 2 X 2 X 15,

Como 15 es divisible entre 3, tenemos que 60 = 2X 2 X 3 X 5.

Lo anterior puede expresarse comodamente en Ia siguiente forma:

60|2 60 =2 X 23 X5, o bien;
30|2

1513

5|5 B0 =22 X 3 X5

1

Ejercicio 16. Tal como se hace en a), exprese cada nimero como
un producto de niimeros primos.

a) 450
4502
225|3 450 =2 X 32 X §°
75(3
25|5
5|5
1

b) 120 c) 105 d) 360
e) 144 f) 280 g) 1008
Miximo comun divisor.

En la resolucién de algunos problemas, frecuentemente necesi-
tamos considerar los divisores comunes, o bien, los multiplos co-
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munes de dos 0 méas nimeros, En especial casi siempre lo que nece-
sitamos usar es el mdximo comin divisor, o bien, el minimo comiin
multiplo.

Ejemplo. Consideremos los ntmeros 30 y 45.

Los divisores de 30 son:

A=1{1, 2, 3,5, 6, 10, 15, 30}
Los divisores de 45 son:
B=1{1, 3, 5,9, 15, 45}
Los divisores comunes de 30 y 45 son:
AN B=/{l,3,5, 15}

De estos divisores comunes, el mayor es 15. Por lo tanto, 15 es
el mdximo comun divisor de 30 y 45,

Ejercicio 17. Procediendo como en el ejemplo, encuentre el ma-
ximo comun divisor de los nimerocs dados en cada inciso.

a) 15, 25 b) 36, 15
c) 24, 36 d) 48,24

e) 18, 30 £) 12, 24, 48
g) 32, 48 h) 40,48, 72

Otro método para encontrar el maximo comiun divisor de dos
nimeros consiste en expresar tales nimeros como un producto de
primos, considerar los factores primos comunes y luego multipli-
carlos.

Ejemplo. Busquemos el m.c.d. de 36 y 30.

36 =2 X 2 X3 X3=22X 3
30 =2%X3 X5

Los factores primos comunes son 2 y 3. Por lo tanto, el m.c.d.
buscado es 2 X 3 = 6.

Ejercicio 18. Aplique el procedimiento que acabamos de descri-
bir para encontrar el m.c.d. en cada uno de los incisos del dltimo
ejercicio.

Minimo comiin maltiplo

Consideremos ahora, por ejemplo, los niimeros 12 y 20 y bus-
quemos su minimo comtn multiplo.

=

.ﬁ

1

|
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Los maualtiplos de 12 son
C = {0, 12, 24, 36, 48, 60, 72, 96, 108, 120, ...}
Los multiplos de 20 son
D = {0, 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, ...}
Los multiplos comunes son
C n D= {0, 60, 120, 180, ...}

De estos multiplos comunes quitamos el cero y vemos que de los
que quedan el menor es 60. Por lo tanto 60, es el minimo comin
maultiplo de 12 y 20,

Observe usted que para considerar el minimo comin miiltiplo
se excluye al nimero cero. Esto se hace asi porque de otra ma-
nera siempre tendriamos que el minimo comin multiplo de nimeros
cualesquiera serfa el cero, y eso no nos ayudaria a resolver problemas.

Ejercicio 19. Procediendo como en el iiltimo ejemplo, encuentre
el minimo comun maultiplo de los mimeros dados en cada inciso.

a) 4, 6 b) 8, 12
c) 3,95 d) 13, 2
e) 5, 7 f) 7, 21
g) 4, 6, 5 h) 10, 15, 30

Un meétodo practico para calcular el minimo comtn multiplo
de dos nimeros consiste en expresar tales ntimeros como produc-
tos de factores primos y luego multiplicar todos esos factores
tomando sélo una vez los que son comunes. El minimo comtin mil-
tiplo es el producto de ellos. Por ejemplo,

12=2X2X3=2*X3
15=3X5
El minimo comin mditiplo de 12 y 15 es
2X2X3X5=22X3X5=60

Ijercicio 20. Calcule el m.c.m. de los niimeros del ejercicio an-
terlor empleando la descomposicién en factores primos.
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Pégina del libro “Rechen biechlin” de Kobel, editado en 1514, en ella se
aprecian simbolos romanos para denotar fracciones

QUINTA UNIDAD

LOS NUMEROS RACIONALES NO
NEGATIVOS. PROPORCIONALIDAD

En las unidades anteriores nuestro estudio de los niimeros se ha
limitado a los nimeros naturales; hemos estudiado sus operaciones,
sus propiedades y hemos visto cémo estos conocimientos permiten
resolver muchos problemas. Sin embargo, este conjunto de nime-
ros no basta para resolver otra gran variedad de problemas que se
nos presentan, cuyo planteamiento y resolucién requieren de otros
conjuntos de nameros.

Por ejemplo, en el planteamiento de algin problema pueden pre-
sentarse ecuaciones como las siguientes:

3 X =6 3 X =.5

Con niimeros naturales podemos resolver la primera, pero no la se.
gunda, pues no hay ningin natural que multiplicado por 3 dé como
producto 5. '

También, al efectuar una medicién con una unidad determinada,
a veces es necesario considerar partes de esa unidad para que nues-
tra medida sea mas precisa. Esas partes de una unidad no se pue-
den describir adecuadamente con numeéros naturales.

En esta unidad estudiaremos el conjunto de los niimeros racio-
nales no negativos con los que, como se vera, pueden resolverse ecua-
ciones del tipo anterior y también se puede medir con mas precision.

La idea de ntmero racional se deriva de la nocidn, ya estudiada
en la ensefianza elemental, de fraccién comimn.

I. FRACCIONES COMUNES

Desde la escuela primaria nos hemos familiarizado con expre-

s 3.8 7
siones como 7510 etc., a las que 1lamamos fraceiones comunes.
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Utilizamos estas fracciones comunes en situaciones como las si-
guientes:

La parte sombreada en este
rectangulo se describe con

., ., b
la fraccién comun 3

La parte de esfera que se
muestra se representa con la

sy T
fraccién —
4

En este circulo, describimos
la parte sombreada por me-

dio de la fraccion comun

Denotamos la parte sombrea-
da de} cilindro con la frac-

cién

QUINTA UNIDAD —LOS NUMEROS RACIONALES NO ., . 107

La parte indicada en este cu-
bo se denota con la fraccion

Recordemos también que en las fracciones comunes se habla de
numerador v denominador:

numerador
N
3
3
A
denominador

Consideremos los ejemplos anteriores y veamos como se encon-
tré la fraccién en cada caso. En primer lugar se tenia un objeto (un
rectdngulo, un circulo, una esfera, etc.) que se consideré como uni-
dad, esta unidad se dividié en cierto nimero de partes del mismo
tamafio y se marcaron algunas de estas partes. En cada caso la
fraccién tiene como denominador el ntimero de pedazos en que s°
parti6 la unidad y como numerador el niimere de partes que se con-
sideraron.

Veamos mas ejemplos que ilustren las ideas anteriores.

Ejemplo. Si consideramos como unidad el siguiente objeto,

las siguientes ilustraciones corresponden a las fracciones que estén
anotadas a la derecha.

oS0
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o

Ejercicio 1. La regién sombreada en la siguiente figura no corres-

ponde a la fraccién 42

¢Puede usted explicar por qué?

Ejercicio 2. Escriba usted a la derecha de cada una de las siguien-
tes figuras la fraccién correspondiente.

Unidad Unidad
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Ejercicie 3. Ilustre en las siguientes figuras las fracciones indi-
cadas. En cada caso la unidad estd4 marcada con rojo,

a) g e)::
"I AN AN

wl o

5B &R -
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A 1
1 = m)
) = ) :
2
., 4 n) =
— 4
1 5 /

1 3
— Q) —
k)4 )3
2 1
By 2 .5
)3 p)l2

Para aclarar mas nuestro concepto de fraccién comin podemos
usar también conjuntos. Por ejemplo, consideremos el conjunto C
con la particién indicada:
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En este ejemplo tenemos una unidad que es el conjunto C y
una particion en subconjuntos de igual numero de elementos. Ade-
mas se han marcado con rojo dos de los subconjuntos. Esta situa-

: e 2
cién puede representarse por medio de la fraccion T con la cual

se indica que se tomaron 2 de los 4 subconjuntos, los marcados con
rojo.

Ejercicio 4. Encuentre la fraccion que expresa la situacién ilus-
trada, tal como se hace en el inciso a).

)
@
®®
b)




d)

Ejercicio 5. Parta cada uno de los siguientes conjuntos en subcon-
juntos que tengan igual ntmero de elementos y luego coloree algu-
nos de tal manera que con ellos se ilustren las fracciones indicadas,
tal como se muestra en €l inciso a).

a)

Wl

5
by =
)7

XX X X XX X X
XX XX ®oX X

X X X X X XK X X
XX X X Mo XX
X X X X XX K X
*x X X X LS SR S 4

QUINTA

UNIDAD — LOS NUMEROS RACIONALES NO. ..

]l e

113
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1. LAS FRACCIONES Y LA RECTA NUMERICA

Ya vimos como las fracciones comunes sirven para referirse a
partes de regiones y partes de conjuntos. Los siguientes ejemplos
ilustran cémo, de acuerdo con esta misma idea, podemos represen-
tar cada fraccién con un punto en la recta numeérica o con un des-
plazamiento.

1

0 1 1
E 2
i
i | - | -
0 2 1
3 3
. 2 _
' 1 )
" 1 - I w
0 3
9 2
I | =~ | | | >
0 _ 5 1
L6 8
== 1 2 3
\ i ! : | [ | | | 5
0 7

Ejercicio 6. Tal como se hace en a), encuentre el desplazamiento
y el punto gue representan a la fraccion indicada.

]
4

k|

as e

a)

o
=] oy
b—

& 2

b)

=1 gt
-
(-

—.I"
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6

il = | | a

) 15 5 :
8

d) = | ' >
3 0 1
9 | | -

e) = .

) ¢ 1

) . | s
5 0 1

2. FRACCIONES EQUIVALENTES

) , .1 2
Sabemos ya que, por ejemplo, las fracciones 5 y i representan

lo mismo. En casos como éste decimos que las fracciones son equi-
valentes. Observamos aqui que en dichas fracciones se cumple que

1‘.‘\ "2

5’-’-‘*"1 1X4=2>(2

C i
En general, dadas dos fracciones % y p diremos que son equi-

valentes si se cumple que

= F>C
T ﬂd = bC.
b« xd
Ejemplo:
3 6 son fracciones equivalentes porgue
a) -y —
8 " 16 3xXx16=8x86
b) 1 - 1 no son fracciones equivalentes porque
372 1x2==3x1
¢) § Y i no son fracciones equivalentes porque
5 ° 10 8 X 1045 X 4
d) 3 g 12 son fracciones equivalentes porque
9 7 36 3X36=9x12
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nh 7

e Yo

Ejercicio 7.
fracciones dadas son o no equivalentes y luego indiquelo como se

mugstra en 2) yen b),

a)

b)

c)

d)

e)

£)

h)

12 24

72 36
50 ’ 25

140
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son fracciones equivalentes porque
nb-m =mb-n

Aplicando la definicién anterior, determine si las

ya que 12 X 140 5224 X | c-
~ ciones no son equivalentes.

ya que 72 X 25 = 50 X 36, las frac-
ciones son equivalentes, =

El ejemplo e) y el ejercicio f) anteriores nos muestran que dada
una fraccién, multiplicando su numerador y denominador por un
mismo mtmero natural obtenemos una fraccidén equivalente. Asi,

X ik , 3 .
por ejemplo, una fraccion equivalente a 5 seria

5x32 % Ip

Ejercicip 8. Busque tres fracciones equivalentes a cada fraccion
dada, multiplicande o dividiendo por un mismo nimero natural su
numerador y denominador, Demuestre ademas que son equivalentes
usando la definicién que conoce,

a)

2
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9
b) —
3

12
c) —
24

a 3 = =

0

a) 5

Veamos ahora cémo se interpreta la equivalencia de fracciones.
1 2 .

Ejemplo. Sabemos que 5 Y 7 son fracciones equivalentes por-

que 1 X 4 =2 X 2. Representemos estas fracciones de la siguiente
manera:

B =

unidad

2
al

Observamos que a ambas fracciones % y % les corresponde la

misma parte de la unidad.
Busquemos en una recta numérica €l punto y el desplazamien-

to que corresponda a las fracciones equivalentes % y 4E
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1
2
I -
| | - | 1 =
0 2 1
4

A las dos fracciones les corresponde el mismo punto y el mis-
mo desplazamiento.

Por iltimo, también podemos pensar que 3 describe al siguiente

subconjunto de P, el marcado con rosa.

ros4d.

Notamos aqui que las dos fracciones equivalentes describen la
misma parte del conjunto P.

A fracciones equivalentes cualesquiera, siempre les corresponde
una misma parte de una regién, un mismo punto o desplazamiento
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en la recta numeérica, y también describen una misma parte de un
conjunto.

Ejercicio 9. Ilustre cada pareja de fracciones sobre la figura de la
derecha considerada como unidad, y luego diga si son o no equi-
valentes, como se muestra en el inciso a).

L S
273

equivalentes

ol b

2

o

a)

W= L

DO

G| =
w| L

f= )

Pt
QL+
R

[g]
R
SIS
[o) RS
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e) %, 3\,;—1 L g_’ 37(:_
n % _:13 ” 3;?., —2%)05

, Ejercicio 13. Escriba tres fracciones que representen el mismo
numero racional que se da en cada inciso,

2 20
° ' T
3
BY = = - - g _ — =
¥ & dy = =

En lo anterior hemos adquirido una idea de lo que son los niime-
ros racionales. Para precisar mejor esa idea diremos que

LOS NUMERQOS NATURALES Y LOS NUMEROS
RACIONALES

Los numeéros naturales y el cero también se pueden representar
con fracciones. Por ejemplo,

0 i)Y etc
2 3 4
0 1 2
2 3 4 | Y TR (ST G PO | 1
2 3 4 0 3 i
2=E=6=8 ete i ’ :
2 3 4 9 3 6
J=—=== ete

QUINTA UNIDAD — LOS NUMEROS RACIONALES NO... 123

Por lo tanto, los nimeros naturales y el cero son también nidme-
ros racionales,

IIl. EL. ORDEN EN LOS NUMEROS RACIONALES

Antes de estudiar el orden en el conjunto de los ntimerocs racio-
nales conviene que veamos cémo se pueden obtener dos fracciones
con €l mismo denominador que sean equivalentes respectivamente
a dos fracciones dadas. Por ejemplo, consideremos las fracciones

% y % Por 1la definicién de equivalencia de fracciones,

2% 4
3 x4

[

— es equivalente a = % (Observe que se multiplica por el

[+5]

denominador de z-)

% es equivalente Sk (Aqui se multiplica por el denomina-

4 X 3 i2 9
dor de 5)

Las fracciones 18;2 y % asi obtenidas, tienen el mismo deno-

minador.

En general, dadas dos fracciones % y 2— se tiene que

X
=

a

a :
5 es equivalente a

o
X
L~

L]
X

¢ ; ’
7 equivalente a

2
X
g

axd cxXb
bxd  dxb

Ejercicio 14. Siguiendo el procedimiento anterior encuentre en
cada uno de los incisos dos fracciones con un mismo denominador
Y equivalentes respectivamente a las fracciones dadas, (Las letras
representan niimeros naturales diferentes de cero).

y los denominadores de son iguales.

2
e
w]
ol po
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0!
oL
0l
03t m

Como usted habri observado, el denominador de las fracciones
obtenidas es multiplo de los denominadores de las fracciones dadas.
Si consideramos un multiplo arbitrario de los denominadores de
dos fracciones, por ejemplo 12, que es miltiplo de 6 y 4, los denomi-

nadores de g y 21%’ tenemos que

12 = 6 X 2; es decir, 12:6 = 2
12 = 4 X 3; es decir, 12:4 = 3,

Tomando en cuenta las fracciones

Il

7TX23X3
6X24XxX3

tenemos que

7 ) TX%Z 14
— es equivalente a = T
6 6xX2 12
3

- es equivalente a Lk bl
4 4x3 12

y 12 es denominador comtn de las fracciones obtenidas.
Observando cuidadosamente el ejemplo anterior resuelva lo si-
guiente;
Ejercicio 15. Encuentre, en cada uno de los incisos, fracciones

respectivamente equivalentes a las dadas y que tengan como denomi-
nador comin los nimeros indicados,

a) g %; denominadores comunes 12, 24, 48
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2 1 ;
b) = T5° denominaderes comunes 20, 50, 40
3 4
c) 5 -,?; denominadores comunes 14, 28, 42
2 5 .
d) 39 denominadores comunes 27, 54, 18
3 12 ;
e) =T denominadores comunes 16, 32, 8

Es frecuente usar como denominador comun el minimo comun
miultiplo de los denominadores.

Ejercicio 16. Encuentre, en cada uno de los incisos, fracciones
respectivamente equivalentes a las fracciones dadas y que tengan
por denominador comn el minimo comtin multiplo de los denomi-
nadores.

0§ S

Ahora si veamos como se puede considerar el orden entre nime-
ros racionales.

: : 7 : 3 5
Problema, Un automévil recorre 5 de la distancia de Cérdoba a
Veracruz en una hora mientras que otro recorre, en €l mismo tiempo,

,-?— de la misma distancia. ¢cuél de los dos cubre una distancia mayor?
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Para poder resoiver problemas como el anterior, es necesario
estudiar el orden de los niimeros racionales.

Recordemos cémo se interpreta el orden en los naturales en la
recta numérica,

Después de ver la ilustracién siguiente,

3

1 2
se afirma que 3 > 2.

[d%T

Para dar el orden entre los nimeros racionales utilizaremos la
misma idea.

 Siry s son nibmeros racionale.
en la recta numérica el punto cc
derecha del punto correspondiente

, . ; 3 3
Ejemplo. Comparemos los nameros 5 y 5
1 2 3 4
5 5 5 5
5 3 9 3 4 5 6 7 8 9 g
10 10 10 10 10 10 10 10 10

-

3
Ya que — estd a la derecha de 1o segin lo anterior,

] w

852 (léase“3 €s mayor que i)
5710 5 107
Esto también puede expresarse asi:

3 3 léase 3 es menor qgue §)
05 10 e 5/
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F ol o

o] -

¢

0
21
Vgt
b) 2,5 2
,4'
3 7 0
032 0
5 7 !
10 12 0
f)?,S—.r
10
g)&?’o_

g g —
UL L

P S T R |
L

Ejercicio 18.

ros racionales y luego escriba en cada

lo <, segin corresponda.

a)

Fjercicio 17. Para cada una de las siguientes parejas indique
cudl es el nimero mayor, como se hace en el inciso a).

b)

wino

[

Wl

] =

c)

d)

ol olw

Localice en una recta numérica los siguientes nume-
el simbolo > o el simbo-

= E ST
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2 7
9) 7 h) =
1 7

4
i— — iy =
g) - 8 1)5

Cad )
wio

Resolvamos ahora el problema que habiamos planteado.

Cordoba

Veracruz
primer

IR L L I i | 1 | L i i

automovil ! : :
I

segundo - : . ‘ S—— Ly
P |
automovil P

L : ! '}

i 1

0 1

-3l W
o] -

N R 7 5 o
La ilustracién anterior indica que 5 55 = ¥, por consiguiente, la

distancia recorrida por el primer automévil es mayor que la recorri-
da por el segundo.

Problemas.

7
1. Juan salta g de lo que salta Julio; Pedro salta -g también de

lo que salta Julio. ;Quién de los tres salta menos y quién salta mas?

. . . 8 s 37 .
2. La ilmenita contiene 55 de titanio y 100 de hierro. ;Qué con-
tiene mas, titanio o hierro?

5 . : ; 3 2
3. El ¢xido de zinc contiene aproximadamente 15 de oxigeno,

el 6xido férrico contiene -1% de oxigeno. ;Cul de estos 6xidos con-
tiene menos oxigeno?

4. Las cataratas de Sutherland en Nueva Zelandia tienen una

2 : 17 7

altura de 5—3- de kilémetro y las de Tugel en Sudéfrica 50 de kilé-

metro, /Cudl de las dos cataratas tiene mayor altura?

_

b T == T

-——
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5. Tomando como unidad la fuerza de gravedad de la Tierra,

19
la de Mercurio es de 3—-5'7- y la de Marte es de =5 (Dénde es mayor

la fuerza de gravedad. en Marte o en Mercurio?
Comparar nuimeros racionales con el método grafico que antes

discutimos puede resultar a veces muy labioroso y poco preciso

por eso conviene buscar otro meétodo que nos permita decir con
mayor facilidad cuando un numero racional es mayor que otro.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Qi
1920 B =
Gl ~1®

1.7
Ya que % representa 4 desplazamientos de o2 ¥ g Tepresentan 7

1 7 4
desplazamientos también de = tenemos que B > =

En general,

Ejercicie 19. Compare cada pareja de racionales y escriba en
cada el simbolo > o el simbolo <, segtin convenga. Compruebe su
respuesta en una recta numérica.

3% 9 7§ 11 59 9
28 = - — g)
A ¥ B ) 3 5
8 9 8 h)_8 15
b)'l“é 16 €) 8 - 8 3 3
1 4 12 13 . 281 D
933 b T 7 Y® ®
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Ahora bien, jcémo podemos comparar dos racionales represen-
tados con fracciones de diferente denominador? La respuesta es
muy simple, pues dados dos nimeros racionales sabemos cémo en-
contrar dos fracciones que los representen y que tengan un deno-
minador comin,

Ejercicio 20. Procediendo como en el inciso a), determine cual
es el signo adecuado (>, <) para cada

3_ 15
3 B 4 20
a) - =
4 5 2 8
5 90
3 2
Y ya que 15 > 8, entonces 7 > 5
7 2 3 1 3
)= 2 =z = =
)5 3 € 71z h) 5
1 3 2 3 .. 10 25
ey = =¥ 2 T e R i
)4 7 )5 6 1) 6
12 9 3 7 5 6
) = — =8 ) — | —
5 11 8 3% 10 Du 15

IV. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES
i. ADICION

Un automovilista llené de combustible el tanque de su vehicu-
lo al iniciar un viaje. Al hacer la primera parada de descanso noté

1
que habia consumido 5 de ese combustible; en la segunda parada

1
ya habia gastado T mas del tanque completo. jQué parte del com-

bustible inicial se utilizé en esas dos etapas del viaje?

Para poder resolver problemas como éste, es necesario saber
cémo se suman dos niimeros racionales.

Segiin recordamos, la suma de dos mimeros naturales a y b se
ilustraba en la recta numeérica asi;
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a+b

I~
i~ o

L

g
'
I
1
I

¥

T 71771

a a+b

La suma de numeres racionales podemos ilustrarla en la misma
forma;

, 2
Ejemplo. La suma de los niimeros racionales 1 y I se represen-

ta asi:

BO |
+
]

B =
W | =

¥

Y

RO =g -
R et
e

L

L)
]
b
'
1
]
I
L
4
r

Aqui vemos que el punto extremo del desplazamiento que repre-

. 3
senta a la suma corresponde al racional 3 por lo que podemos es-

ibir1+ _3
s TI T3

3 2 .
Ejemplo. La representacién de la suma de vk i el eje numé-

rico es la siguiente:

W
+
W | B2

W | BD
v

el w

CJ‘I"‘"' i
et
o
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El punto que representa a la suma g ik 42&5 el que corresponde a »5—
4

.. 3 2 5
Por eso podemos escribir — + = = =,
P 17171

Ejercicio 21.  Tlustre en la recta numérica las siguientes sumas:

4 1 3 9 3 5
&) g s o = - e
)78 ©3%3 &) gt 3

5 3 7 5 9 7
)t Dgtg D33

Lo anterior nos sugiere la siguiente definicion;

5 4 544 9

Dgtg=—=" 3

oy 15,18 _15+18 33
12 12 12 12

Ejercicio 22. Encuentre 12 suma de los niimeros racionales dados
en cada inciso.

3 9 3 9 3 6 5 3
a) =, = b) = = i d) = =
)7 3 )% 5 ©) 53 )3 3

7 1 2 4 5 3
S P 2 4 53 4 3
)8 8 f)s’s &) g g h)'é’é
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Usted ha observado que en la definicidn de adicion de nume-
ros racionales se han tomado fracciones que tienen el mismo de-
nominador.

¢Cémo se encontrard la suma si los racionales se representan
con fracciones de distinto denominador? '

. : 5 8

Por ejemplo, ;jcudl es la suma de 5 y 5?

Para aplicar la definicion es necesario, primero, encontrar dos
fracciones con el mismo denominador y equivalentes a los suman-
dos. Por ejemplo,

6 6 x4 24,
3 3X6 18
4 4X6 24
por lo tanto,
5,3 20 18 _ 20+ 18 38
6 4 4 24 24 24

Es claro que existen otras fracciones equivalentés respectiva-

mente a -g y g que tienen un mismo denominador. Por ejemplo,

Para calcular la suma se puede considerar cualquier par de
fracciones con el mismo denominador. Por ejemplo,

5 3 10 9 _10+4+9 18
H o S A =

e A , A
La fraccién i representa al mismo numero racional que la frac-

... 38 .
cién 5@ pues 19 X 24 = 12 X 38.
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Ejercicio 23. En cada uno de los siguientes incisos encuentre frac-
viones equivalentes a las dadas, con el denominador indicado, ¥
después efectie la adicion sefialada.

2 5
3‘) =7 Uie
3" 4
2_[El 5 _ 2+5_ .“'
3 12" 4 12 3 4 12
py - 11
100 6
7 _= 11 _§ 7 11 I
10 30" 6 30 10 6 30
9 1
c —
b ps
g W 3 _ T o 1_B
-—-:__;__:___} _+_=__'
8 16 2 1 8 2 16
a 4 2
8 2
7 1 T 1 B
_:__,__:___’ _+_=_'
8 82 8 8 2 8
a b
e) —, —
)5
a b a b
e = B e =R
9 18 6 189 6 18

Ejercicio 24. Encuentre la suma de los nimeros racionales dados
en cada inciso.

9 5 3 9 a b 4y
a) -, — d) —, — Ly e s
T ST 8 3% D23
7 11 17 3 u v 7 26
S e T h = k STy T
b) 6 14 &) 4’20 )6 4 )18 35
25 111 9 1 ey e Wi
TR T s f =t R — = =iy ==
©) 5 ) 15 &0 W5 Ds 7
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Un caso particular de la adicién que conviene destacar es aquel
en que uno de los sumandos es un namero natural. Para resolver
este caso basta recordar que, si a es un numero natural, entonces

a arn

Asi, por ejemplo,

3+1_3+1_3><4+1_12 1 _12+1 13
4 1 4 1x4 4 4 4 4 4"

Ejercicio 25. Encuentre las sumas que se indican.

1 1 1

&) ¥ g d) 4+5 g)3+T

b) §—i~1 e) 7-}-% h)a-{-é

7 9 5

3 2 b
(c#0)

Propiedades de la adicion

A continuacién, en una tabla, comparamos las propiedades de la
adicién de racionales con las propiedades de la adicién de natura-
les y el cero.

Como podri usted observar, la adicién de nimeros racionales
tiene las mismas propiedades que la adicién de naturales.

Propiedad Numeros naturales Numeros racionales

conmutativa a+b=b+a r+s=s8+r

asociativa (a+b)+c= (r+s)+t=r+(s+t)
a+ (b+c)

neutro a+0=0+a=a r+0=0+4+7r=7

Ya que la adicién de racionales es asociativa, podemos, como en
el caso de los naturales, considerar sumas de dos o mas sumandos.
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Ejemplo,

3 5 4
a) —+— + —
4 9 6

1 1 1 1
b) —+ -+ -+ —
)4 4 4 4

Para encontrar la suma en casos como éstos, podemos asociar
convenientemente los sumandos para reducir el problema al caso
simple de dos sumandos:

0 (S+)
4 9 6

b) (%-1'%) + (%+-§)

Por supuesto, existen varias formas de asociar; pero, debido a
la propiedad asociativa de la adicién, la suma siempre es la misma.

Mixtos

Usted ha oido y usado expresiones como “cinco y medio”, “dos

vy un tercio”, “uno y tres octavos”, las cuales se acostumbra deno-
tar como
1 1 3
S5— 2— 1=
2 3 8

Estas expresiones, como usted sabe, representan sumas:

' 1
Bl ot ot =g+l e
2 2 3 3 8 8

Por lo tanto, tales expresiones denotan numeros racionales,

1 1 10 1 11
2 2 2 2 2
1 1 6 1 7
3 3 3 3 3
3 3 8 3 11
- = F ==
1'8 1+8 8 8 8
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Para recordar el significado de estas expresiones, denominadas
mixtos, resuelva el siguiente ejercicio.

Ejercicio 26. Llene los espacios como se muestra en los incisos
a)yeg)

a) 2%=2+§ )6~ = e) 8= =
b 8 = d)9§= £) 4%:
o
1) 15+%=

Ejercicio 27. Como se muestra en el inciso a), exprese en forma
mixta los racionales indicados.

19_10+9 10, 9 _, 9 .9

10 10 10 10 10 10

Cuando en la escuela primaria le pedian expresar el racional o

como numeral mixto procedia asi:
12
281347
67
11
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y escribia ; { 4 &
347 11 . =
Yol = : — porque — + — = — or lo tanto,
g 122—3 Este numero es 1 porqu 5771 3 p
Ejercicio 28. Usando el algoritmo de la divisién exprese en for- 3_1_1
ma mixta los siguientes nilimeros racionales, como se muestra en el 4 2 4
inciso a). Hiercicio 2. Encuentre la solucién de las siguientes ecuaciones,
a) E _,iq_ ‘E = 31 como se hace en el inciso a). (Las letras representan ndmeros na-
18 1843 18 18 turales. )
7
Solucion.
127
b)) e
) 45
c) E_IE
36
4271
d) ——
) 351
oy 3628
676 Lhe
. 0 10
2. SUSTRACCION !
Segin recordamos, la sustraccién de numeros naturales consiste e) G . _a+9
en encontrar la solucién de ecuaciones como b + = a. La sus- 6 6
traccion de numeros racionales se define de manera semejante:
- .3 b+3
£) W+ 2 o .
Py =g Ijercicio 30. Escriba en forma de adicién la ecuacién que se da
en cada inciso, tal como se hace en a).
La solucion de la ecuacion r + = s se denota s — 1 y se lee: a) 1 1
“La diferencia entre s y 77 o simplemente, “s menos 1”. 2 4
- 3 1
Ejemple. La diferencia entre by v Y es el niimero racional que re- b) _3_ 1 "
5 8 -
suelve la ecuacién
4 1 .
l -+ — 9— c.) - — == -
2 4 5 7
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1

d e — il ==
) 3
1 1

® 375"

£) § — E =
5 &
8 4

8 57"

1 1

9z, — I==
b 2 2

3 . . _b Solucién:
== —|— - J—— £ .
Sl
b) 5 n _ _13 Solucién :
9
&) 0 _28 Solucién:
12 12
a) .‘ = 4 6 _ 18_5 Solucién;

Observe usted que en cada inciso del ejercicio anterior la solu-
cibn de la ecuacién es la diferencia entre la suma y el sumando
dado. Esto es,

) 5 8_ 2 o) 23 10 _ 13
4 4 4 12 12 12
13 5 8 15 6 9

B) .= — 2= = a4y = 2= =

) 9 9 9 )8 8 8
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Estas diferencias se pueden calcular con un procedimiento como
el siguiente:

5_3_ 5—3 _2 0)23_102 23 — 10 :E
3)373° —a4 "3 2 12 B B
b)E_§= 13-5 _$8 d)E_§= 3—5 _8

9 9 9 9 Q 9 9 9

Ejercicio 32. Tal como se hace en a), £) y 1), calcule las dife-
rencias.

oy 136 _
35 35
25 10 :
by =" =
) 8 8
9
C).l_q—.—_:
3 3
ay 288 _
20 20
75 28 s s ......
E) —_— = - :
100 100
1
f'_—__:
)9 3
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;23 4
87 73
) oo 2
5 10
5 2
Vg 5"
7 1
D373~
14 3
B o =S
) = "3
T
1) 25— 17 =
.
? =
m) 25 )
1 3
— 1= =
n) 55~ 15
.3 17
n) 33 E—-
.23 .9
) g%
Problemas.

1. Las 4reas de los estados de Sonora, Chihuahua y Coahuila

son respectivamente %, % y 1—13- del area de la Repuablica Mexica-

pa. ;Qué parte de ésta, es la suma de las dreas de los estados men-
cionados?

i
2. El cinabrio esta formado de mercurio y azufre. 5i =5 son de

azufre, ;qué parte le corresponde ai mercurio?

. 61
3. La calcopirita contiene cobre, hierro y azufre. Si 5T son de

hierro y % son de azufre, jqué parte le corresponde al cobre?

4. El satélite “Explorer 407 pesa % de tonelada y el “Anna 1-B”
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4
pesa 5= de tonelada. ;Cudl es la diferencia de peso entre ambos
satélites?
5. Al escalar una montana, un alpinista, asciende el primer dia
% de la altura total y el segunde dia % (Cuanto le queda por as-

cender?
6. Las extensiones territoriales de Espana, Francia y Alemania,

en relacién con la de México, son respectivamente de % -1% y %
Considerando a Francia y Alemania en un solo territorio, ;es éste
mayor que el de Espana?

7. En un grupo, % de los alumnos miden menos de 1.65 m de
altura, }4- miden 1.65 m. ;Qué parte del grupo mide més de 1.65 m?

1
8. Al mezcla-r% de litro de pintura azul con i de litro de pintu-
amarilla, jqué cantidad de pintura verde resulta?

9. Encuentre la longitud AB de las siguientes figuras, que re-
presentan piezas de maquinas. Las medidas estan en pulgadas.

A = »| B
1 "
13
32
A“— S B
< 2 —
_ 1'4 =
8
13—

1B
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10. El senor Pedraza es un plomero. Para uno de sus trabajos

necesita 2% metros de tubo y para otro 3% de metro.

a) ¢Cuémntos metros de tuberia requiere en total?
b) Si corta las dos piezas de un tubo de 8 metros de longitud,
jcuantos metros le quedan?

11. Viajar de México a Acapulco en autobus requiere 6% horas.

El mismo viaje pero en avién requiere T de hora, ;Cuantas horas

se ahorran haciendo el viaje en avién?
12. Un alumno se tardo tres dias en escribir una composicion de

1
8 paginas. Si el primer dia hizo 5 de este trabajo y el segundo
5}
dia escribio = jcuantas paginas termind el ultimo dia?

1 1
13. El senor Martinez ahorro 3 de su salarjio mensual y gasté e

renta. ;Qué parte de su salario le quedd?

3. MULTIPLICACION

Desde la escuela primaria usted aprendié a multiplicar ntdimeros
2 4
racionales. Por ejemplo, para multiplicar 3 por 2 procede usted de

la siguiente manera:

En general,

EL producto de dos niimeros racionales = y < es el -

gocis = — o
Q En szmboles,

~ mero racional

=

-
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A continuacion daremos una interpretacién de la multiplicacién

de numeros racionales. Tomemos el ejemplo inicial, % b g Consi-

s . ; 4.
deremos el siguiente rectdngulo como unidad y representemos = de é€l.

, 2 4
Consideremos ahora — de esos e

. . 8
La regién mas oscura representa = del rectangulo original. Vemos

. 2 4
aqui que el resultado de tomar 3 de = del rectangulo unidad coincide

con el que se obtiene al efectuar la multiplicacién. Es decir, ;de fl—

representa el producto

X

Wik
arl

Veamos otro ejemplo. El producto %X% se interpreta asi:

Tomamos % de una unidad:
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146

. . . 1 1
A continuacién consideramos — de ese —:
2 4 2 % 1 3 5 2
372 5873
|
|
Il
|
1 kh
Segtin vemos, la regién mas oscura es —dela unidad. Por lo tanto,
8 1.5 5 3
T AEHE 2.9
11,1 26 5" &
— es — de —.
8 2 4

Propiedades de la multiplicacién

Efectuando la multiplicacién encontramos gue
La multiplicacién de némeros racionales tiene las mismas pro-

) . piedades que ya estudiamos en la multiplicacién de ntimeros natu-
. ra{es; pero ademds tiene otra propiedad especial, Observe las si-
guientes multiplicaciones:

(Y]
K
b2
x
o
o]

1 1 1
Esto es, multiplicar %X 7 se interpreta como tomar = de Z

Fjercicio 33, Represente usted en los rectangulos siguientes las

multiplicaciones indicadas y compruebe su resultado efectuando des- 8 5 40
pués la multiplicacion. b) =Xe=_""_=1
3 8 0
I
' 1
1 2 3 1 4 4 1 4
3 = N
3 5 4 4 1
1T
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Como puede usted ver en estas multiplicaciones, existen dife-
rentes parejas de nimeros racionales que al multiplicarse dan como
resultado el namero 1. Esta es una propiedad que mno existia en los
nimeros naturales y puede enunciarse de la siguiente manerd:

. a e e T e
Si — es un numero racional distinto de cero, entonces

existe el numero — tal que
L et

il
al

=l
S

A esta propiedad se le llama propiedad del inverso maultiplicativo

a . T
v se acostumbra decir que A es el inverso multiplicativo de - y

. b .. A a
viceversa, — es el inverso multiplicativo de o
a

Al inverso multiplicativo de un numero también se le llama re-

ciproco del nimero.
Ejercicio 34. Escriba usted el reciproco o inverso multiplicativo

de los ntmeros indicados.

5 3 8
1 1
e) 8 £) '8 g 55 h) 3
. : 100
i) 1 j) 10 k) 33 1) 20

Problema. ;Podria usted decir por qué en general el reciproco
de un ntmero natural no es un natural?

Ejercicio 35. Multiplique cada pareja de numeros y luego com-
plete la oracién que sigue, tal como se hace en los incisos a) y b).

9 8 2_8 16

2 8 _
£ = ) ik 2 no es reciproco de —, porque su
g3 8 3 24 8 3 g Bl

producto no es 1.

3
f st}
) 5

g) 6,

1
b) 8; -
) 8

]

N P Yy -

wl o

dal b

ool ®
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8 si es reciproco

producto st es 1.

3 es reciproco

producto es 1.

1
3 es Teciproco

producto es 1.

2
p es reciproco

producto es 1.

3 .
g €8 TeClproco

producto es 1.

6 es reciproco

producto es 1.

1 ;
3 ¢©s reciproco

producto es 1.

2 es reciproco

producto es 1.

2
3 es reciproco

producto es 1,

149

de —, porque su

1
de Z porque
de . orqu
—, e
2 porq
de % porque

de g, porque

de é porque

de 3, porque
de %, porque

de 3, porque

51

su

su

su

st

su

su

s11
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En resumen, las propiedades de la multiplicacion de nimeros
racionales son las siguientes:

Propiedad Si r, s y t son numeros
racionales, entonces

conmutativa TS = 87

asociativa (rs)t = r(st)

elemento neutro r-l=1-r=7r

distributiva r(s +t) =15+ 7t

inverso multiplicativo 'Si r=~0, existe s tal

0 reciproco que 1s = 1.

Compare las propiedades de este cuadro con las propiedades
de la multiplicacién de naturales.

4, DIVISION

Usted ya sabe efectuar divisiones con numeros racionales. Por

) 2 : 25
ejemplo, para obtener el coclente de % entre z procede usted asi:

Este procedimiento que usted aplica puede expresarse en gene-
ral de la siguiente manera:
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3.1 _3_5 15 5 :
a) Z : § = 4__ e 5 = = (A-qui T es el reciproco del divisor %)
« P9 7 8 21 3
b) 3 355 X 5= 6 (5 es el reciproco del divisor %)

Ejercicio 36, Efectiie usted las siguientes divisi ' ien
; visiones proce
como se hace en ), : ; procediendo

£)
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Al definir la divisién entre dos numeros naturales a y b indica-
mos que el cociente a ~ b era el namero que resolvia la ecuacion

b X =a.

y —, €l cociente

=M e

sle

En la division de dos numeros racionales

a ¢ . 5
— i es el niimero que resuelve la ecuacion

a a

¥ —

: d b

Por ejemplo,

5.4_5 v 7 _35
6 7 6 4 24

” 35 - x
este numero, 55 es solucién de la ecuacion

4 « 5
7 6
Comprobacion:
4, 35 _140_5
7 24 168 6

Si ahora tenemos por ejemplo la ecuacitn

1 3
— X =y
2 5
su solucion es
3_1_6
5 2 5

Comprobacion:
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Observamos que aqui también, como en la divisiéon de natura-
le_s,_ el cociente es el numero que multiplicado por el divisor da el
dividendo ' '

3.1 6 6,1_6 _3
5 % 5 572 10 5
& A
dividendo divisor cociente cociente  divisor div’i_?iendo

Ejercicio 37. Resuelva las siguientes ecuaciones,

1.8 3 2. 3
A =¥ = -X ==
) 5 ue 10 ) 3 . L 4
5 3 S 1
) X573 VE ¥z
4 = 3 1
5 ' ) T 12
g) W U=:1 h)  X6=15
A B
i) 7X 3 1) el x ot = 3l
4 5
kl IoXx = =5 1) a X =b (ay b son na-
turales)
Problemas.

1. ¢Cuédntos metros son g de kilémetro?
2. Un objeto pesa en la Luna % de lo que pesa en la Tierra.

¢Cuénto pesa en la Luna un objeto que en la Tierra pesa g de ki-

logramo?
3. En el tltimo juego de basquetbol, Garcia a.noté% de los 105

puntos de su equipo. ;Cuantos puntos anoté Garcia?
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12 . o e
4. Un espejo rectangular cuya area es T m? tiene las siguien-

tes medidas:

-] —>

- — 4 —>

(Cudl es el valor de a?
5. ¢Cuantos trozos de alambre de -g- de decimetro de longitud
se pueden cortar de un rollo de alambre que mide 72 decimetros‘.;
6. La velocidad del sonido, en el aire, es, aproximadamente, 5

de kilémetro por segundo. Un avién viaja a la velocidad del sonido.
JCuéntos kilémetros recorre en

a) % de hora,
3
b) 7 de hora,

c) 1% horas,

d) 2 horas?

7. Guillermo gand las elecciones para presidente de la sociedad

de alummnos al obtener % del ntiimero total de votos. ¢Cudntos alum-

nos votaron por él si el numero total de votos fue de 3257

8. Un hombre hace un trabajo en % de hora. Una méquina
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. 1 : %
hace el mismo trabajo en 3 de ese tiempo. ;Cuanto tarda la ma-

quina en hacer el trabajo?
9. De las ganancias obtenidas en una fiesta, la sociedad de alum-

2
nos recibié $388, que eran los 3 de las ganancias totales., ;Cudl

fue el monto total de las ganancias?
10. Un camién de transporte se carga con maquinas que pesan

4
g de tonelada cada una. jCual es el nimero méximo de maquinas

4
que puede cargar si su capacidad es de 43 de tonelada?

11. El perimetro de un cuadrado es de 17 c¢m, ¢Cudl es la lon-
gitud de un lado?

12. Un sastre compro 8% metros de casimir en 900 pesos. ;Cudn-

to le costé el metro?

e 1
13. En una mezcla de concreto para una construccién, 5 de la

1 ks
mezcla es arena. JQué tanta arena hay en BZ metros cubicos de

concreto?

14. Un centimetro cubico del elemento flGor pesa 1% de gramo

aproximadamente.
5 1 y £
a) ¢Cuanto pesan 3Z centimetros ciibicos?

b) ¢Qué volumen ocupan 7% de flbor?

15. Un hombre, caminando, recorre -—2 de kilometro en —; de hora.

a) ¢Cual es su velocidad?
b) Conociendo su velocidad y sabiendo que caminé 2 de hora,

Jqué distancia recorri6?
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16. Al girar una vuelta, el engrane A hace girar % de vuelta al
engrane B.

a) ¢Cuintas vueltas da el engrane B, si el engrane A gira 2%
veces?

b) ¢Cuantas vueltas dio el engrane A, si el engrane B gixd 3E

4
vueltas?

29
17. En los talleres con frecuencia se usa la fraccion 3 como

valor aproximade de . Use ese valor para resolver los siguientes
problemas:
. gt . 3 ;
a) Una circunferencia tiene un radio de 5 de metro. JCuil es
su longitud?
8 #
b) Una circunferencia mide de longitud 5 de metro. jCuidnto

mide su radio?
. . 7 .
18. Una persona adulta respira, aproximadamente, 3628— de L-

3
tro de aire cada media hora. jCuéntos litros de aire respirarad en 12

de hora?

19. Calcule el area de la siguiente figura:
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é———%m——?

20. Calcule el volumen del siguiente cubo.

< -8?' dm ?

V. NOTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS RACIONALES

En la escuela primaria aprendimos una forma de nombrar a los
numeros racionales a la cual llamamos notacidn decimal. Por ejem-

iz . 6 p
plo, en esa notacion al racional il lo expresdbamos como .6, al

. 3
racional 1 106 lo denotabamos como 1.03. Esto es,

6 3
S .8 1> -1,
10 Vo lygg =108

A las expresiones como .6 y 1.03 las llamaremos simplemente
decimales.

Es muy fécil expresar en notacién decimal un ntmero racional
que esta indicado con una fraccién cuyo denominador es 10 o una
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potencia de 10, El siguiente ejercicio le ayudard a recordar como se
hace eso.

Ejercicio 38. Represente con notacién decimal los racionales que
se indican.

a)-11—0=.1 b)%ﬂ c)-f—u=
d)l—%= e)%a=.01 f)%=
2) 105~ e
m)li)?m: “Héif O)Tlf?g_os
®) Ty D i~ 9 yome 0!
% o0 9 maw = o6 -

Ejercicio 39. Represente con notacién decimal los racionales

que se indican,

70 53 325 _

125 725 8 720
ST ®) 100 ) 100

3 000 6953 5381
) 1000 ) 1000 ) 1000

Ejercicio 40. Represente con una fraccién los siguientes racio-
nales.

a) .00001 = b) .08 = c) 21 =
d) .086 = e) .96 = £) .628 =
g) 7.3 = h) 7.28 = i) 1.125 =
i) 23 = k) 3.001 = 1) 50.1 =
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Entre los niimeros racionales encontramos algunas que estian de-
notados con fracciones cuyo denominador no es una potencia de diez,
pero pueden representarse con fracciones de este tipo. Y otros que no
se pueden representar con fracciones de tal naturaleza, Los racionales

3 95 .
5 ¥ 3 son ejemplos de estos casos.

(El racional gpuede representarse en la fraccion -1%, que es equi-

3 . '
valente a T En cambio, no existe ninguna fraccion equivalente a

5
3> cuyo denominador sea una potencia de 10.)

En ambos cases podemos usar la divisién para encontrar el de-

cimal que represente al racional dado. Esto se hace como se ve a con-
tinuacién.

Consideremos primero al racional 2- El decimal que correspon-

de a este numero se obtiene dividiendo el numerador de la fraccion
entre el denominador.

75
413.00
20
0
Asi encontramos que
3
Z - -75

5
Consideremos ahora el niimero 3 Y procedamos en igual forma.

1.66
3[5
20
20
20

Observamos que en esta divisién nunca aparecerd un residuo
igual a cero y, por lo tanto, podemos continuar el proceso tanto
como deseemos. Notamos ademdis que, al continuar la divisién, la
cifra 6 se repite en el cociente indefinidamente. Por consiguiente,
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5 ’
el decimal que corresponde al namero 3 estd formado por un 1,

el punto decimal y una infinidad de cifras 6. Esto se expresa de la
siguiente manera:

= 1.6

Q] U

(Usaremos una rayita arriba de la cifra o cifras de un decimal
para indicar que ésta o éstas se repiten indefinidamente.)
Veamos otro ejemplo,

Ejemplo. Para encontrar el decimal que corresponde al numero

23 .
— procedemos asi:
11

2.090909
11|23

100

100
100

Por lo tanto,

23_2@
11 '

A decimales como los de los tltimos dos ejemplos se acostumbra
llamarlos decimales periédicos. Se llama periodo al conjunto de ci-
fras que se repiten indefinidamente en un decimal.

Ejercicio 41, (Calcule el decimal que corresponde a cada uno de
los siguientes nimeros racionales.

a)-§= b)%= c)%=
a) 5= = y= B D
pi~ EEEE © 2- SELE
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) 12 s n’ .z.. — o) 1_9 =
iy AT 13

Ejercivio 42. Indique los decimales que representan al mismo nia-
mero racional que las sigulentes fracciones.

4 12 24
8 16 40
_— ) f —_— ==

T € 55 ) 5o

Con el procedimiento descrito podemos expresar a todo numero
racional en notacién decimal.

Esta otra forma de nombrar a un numero racional nos podria pa-
recer excesiva, ya que todo numero racional se puede expresar con
una infinidad de fracciones. Sin embargo, el uso de la notacién de-
cimal se justifica por diversas razones. Sefialemos algunas de ellas:

1) Usando la notacién decimal, a cada namero racional le co-
rresponde un solo simbolo. (Observe los resultados del ejercicio an-
terior.)

2) Podemos operar con los ntimeros racionales, expresados deci-
malmente, en una forma muy simple. Basta con aplicar los procedi-
mientos usados con los nimeros naturales y algunas reglas muy sen-
cillas sobre “el punto decimal”,

3 8
Por ejemplo, cuando multiplicamos 21—0 por o= procedemos asi:

3 8 3 8 20 3 8 23 8

2 — = 2 — —_ R — == 3= —_——

10~ 10 (+10)x10 (10+10)X10 1010
184
=184
100

3 8
Si los racionales 2_-16 v 1% hubieran estado expresados como 2.3
y 0.8 hubiéramos procedido asi:

X
o 19
oo W

(=
@
He
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Este procedimiento, salvo los puntos decimales, es el mismo que
usamos al multiplicar los naturales 23 y 8.

Estos dos procedimientos no son independientes. El procedimien-
to para operar con niimeros racionales expresados con decimales de-
pende de la forma en que hemos definido las operaciones con racio-
nales expresados con fracciones.

Para justificar, con algunos ejemplos, esta ultima afirmacion,
necesitamos de los siguientes conocimientos:

Todo decimal puede expresarse como el producto de un natural

por una fraccién de numerador 1 y denominador una potencia de
10, como se muestra en los siguientes ejemplos:

3 13 1
1.3 110 10 o 3 10
85 1
B85 = — = i
R 100 85 X 100
2.4 :zi-:'.2_4:24 )(L
10 10 10

Reciprocamente, el producto de un natural por una fraccién
de numerador 1 y denominador una potencia de 10 puede expresar-
se con un decimal, como se ve en los siguientes ejemplos:

ex L =% —006
100 100
2= =222 g9

10 10 10

1 248 48
= =2 977 _948
248 X 100 ~ 100 ~ “100

Ejercicio 43. Exprese los siguientes nimeros como el producto
de un natural por una fraccién de numerador 1 y denominador una
potencia de 10.

0.09 =
3.04 =
0.008 =
2.06 =
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Ejercicio 44. Exprese como decimales los siguientes productos:

7><—1—016= 23><_1i0=
86}(%= 45><%:
32 X 3 ;bo 112 x~f%==
Xloloo 218><%=
92><1—é6= 314x1§00=

En los siguientes ejemplos veremos cémo dos reglas que usamos
al operar con decimales se justifican con lo que sabemos sobre
fracciones.

Ejemplo,
. 1 1
= — + 82 X ——
3.74 + 0.82 374 X 150 100

(374 + 82) X 2, por la propiedad
100 distributiva

1
= S
456 100
= 4.56
j 136-—421><1-13-3><1
E]emplo. 421 -1, = 'ﬁ 100

(421 — 136) X 32 por la propiedad
100  distributiva

I

= 285 X ——
100

= 285
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Ejemplo.

3.14 X 1.6 = 314><L><16><Ia

MATEMATICAS PRIMER CURSO

1
100

1 1
314 X 16 X — X — por la propiedad
100 10 conmutativa

1
= 5024 x
1000
= 5.024
378 % —
37.8 * 15
07 =
7 x =
10
_ 378
7
= 54

Ejercicio 45. FEfect(e las siguientes adiciones.

a) 3.2 + 8.25 + 3.4 =

b) 62.8 + .73 + 1.95 + 8.76 =
¢) 527.98 + 37.407 + 86.9 + 73.9 + 11.776 =

d) 65.073 + 46.84 + 409.2 + 6250 + .75

e) .075 + 1.8 + .367 + .021 + .9 + 11.26 =
f) 37.2 + .0746 + .82 + 1.096 + 4.777 =

g) 50.03 + 5.003 + .5003 + 5.3 + .003 + 5

it

h) 437 + 1.96 + .707 + 51.785 + .043 =
i) 56.08 + 47.96 + 1.709 4+ 805 + 47.36 =
j) 25 -+ 754 + 48.92 + 7.46 + .096 + 6.0008 =
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Ejercicio 46. Efectie las siguientes sustracciones.

a) 56.42 — 18.26 =
c) 157.2 — 18.44 =

e) 625 — .76 =
g) 1.909 — 1.798 =
i) 1.1 - .975 =

b) 35.405 — 11,362 =
d) 36217 — 7.49 =
f) .8 — .507 =

h) .975 —.1 =

j) 35.8 — 7.6853 =

Ejercicio 47.  Efect(e las siguientes multiplicaciones,

a) 36.5 X 8.3 =
¢) 26.3 X 46.9 =
e) 1.046 x .001 =
g) 36.8 x 1182 =
i) 11.011 X .042 =

b) 5.07 X .002 =
d) .037 x 015 =
£) 5 % .0005 =

h) 4.009 x 20.05 =
i) 23 X .0823 =

Ejercicio 48. [Efect(e las siguientes divisiones.

36.12

% —gg =

0.4375

C —_— =
) 0.125

8.375
e) =
4.76

(Calcule el cociente hasta
milésimos.)
. 86.72

372.6

(Calcule €] cociente hasta
milésimos. )

i) 34,675 _

4.375
(Calcule el cociente hasta
milésimos.)

b) 10.971 _
207

4365 _
.005
43.45

f ——
) 3.1416

(Calcule el cociente hasta
milésimos, )
3.1416

Ky 22728
) 6.67

(Calcule €l cociente hasta
milésimos.)

3675

0875

(Calcule el cociente hasta
milésimos. )

d)

Y
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Ejercicio 43. Efectte las siguientes operaciones.

) 45.3 — 16.85 b) 36,7 X8
) gz +37 5.7 + 64
(Calcule el resultado final hasta (Calcule el resultado hasta
milésimos. ) milésimos. )

76.46 — 11,28 875
<) = d) ————=

5,26 X 2 3.2 X 1.5

(Caleule el resultado hasta (Calcule el resultado hasta
milésimos.) milésimos. )

8 X 36 56.8 x 3.6

—_— = f P e S A T
®) —2s A

(Calcule e] resultado hasta (Calcule el resultado hasta
milésimos, ) milésimos, )

VI. PROPORCIONALIDAD

En la escuela primaria usted aprendié a resolver cierto tipo de
problemas empleando los conceptos de razén y proporcion. Es con-
veniente recordar aqui estos temas, pues frecuentemente nos encon-
tramos con problemas que se resuelven aplicando esos conceptos.

1. RAZONES

Para ilustrar el concepto de razén empezaremos con un ejemplo.
. Un avién hace un recorrido en linea recta y durante él cubre
distancias iguales en tiempos iguales. Si sabemos que recorre 2 400
kilémetros en 4 horas, decimos que la velocidad del avién es el
cociente
2 400
T

Si dice también que la velocidad. en este caso, es la razén de la
distancia recorrida por el avién entre el tiempo que tardé en reco-
rrer tal distancia.

Como vemos en este ejemplo, una razén no es mis que el cocien-
te de dos nimeros.
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En la ciencia, la técnica y la practica diaria encontramos mu-
chas razones gue a veces denominamos de una manera especial,

Ejemplos.

1. Si en un mapa cada centimetro representa 100 centimetros
1
de un terreno, se dice que la escala del mapa es de 100" En este caso,
la escala es la razén de una longitud cualquiera del mapa entre la
correspondiente longitud del terreno, _
2. Supongamos que en un pais hay 8 enfermos de reumatismo
por cada 1 000 habitantes. Se dice entonces que la morbilidad es de

1000 La morbilidad es la razon del nimero de enfermos entre el

numero de habitantes considerado.
3. Un beisbolista bateé 8 hits en 20 veces al bat. Se dice que

su porcentaje de bateo es de % o de .400. El porcentaje de bateo

es la razén del nimero de hits entre el nimero de veces al bat.
4. Un automdvil recorrié 360 kilémetros con 30 litros de gaso-

360 :
lina, El rendimiento es el cociente W o sea 12, Decimos que la

razén de los kilémetros recorridos entre los litros consumidos es el
rendimiento del automovil. En el ejemplo, el rendimiento del auto-
moévil es de 12 kilémetros por litro de gasolina.

5. La llanta de un automdvil estd a una presion de 2 kilogra-
mos por centimetro cuadrado. La presién es la razén de la fuerza
entre el area.

6. En la Republica Mexicana, de acuerdo con el censo de 1970,
hay 48 313 438 habitantes y tiene una extension de 1972546 ki-
lémetros cuadrados. Su densidad de poblacién es de 24.5 habitantes
por kilémetro cuadrado. La densidad de poblacién es la razén del
namero de habitantes entre el area que habitan.

7. La razén de la longitud de una circunferencia entre su radio
es 2, El niimero » es aproximadamente igual a 3.1416.
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Ejercicio 350, °

a) En un mapa, cada centimetro representa 10 000 centimetros.
¢Cual es la escala?

b) Un ferrocarril recorrié con velocidad constante 180 kilémetros
en 3 horas. ;Cual fue su velocidad?

¢) En cierta ciudad hay 5 cardiacos por cada 1000 habitantes,
¢Cuaél es la morbilidad?

d) Un beisbolista que fue al bat 150 veces, bated 45 hits, yCuil
fue su porcentaje de bateo?

e) Una fébrica produce 400 unidades tipo A por cada 600 uni-
dades tipo B. ;Cudl es la razén del ntmero de unidades tipo A con
respecto al nimero de unidades tipo B?

f) Un gramo de sal contiene .4 gramos de sodio. ;Cuil es la
razén del peso del sodio respecto al peso de la sal?

g) El Estado de Colima tiene una extensién de 5455 kilome-
tros cuadrados y una poblacién de 240 235 habitantes, (Cudl es su
densidad de poblacién?

2. PROPORCIONES

En el primer ejemplo con que ilustramos el concepto de razén
hablamos de un avién que recorria 2 400 kilémetros en 4 horas.
A continuacién se describen, con la siguiente tabla, las distancias
(en kilémetros) reccrridos por dicho avién durante la segunda y la
cuarta horas de vuelo.

DISTANCIA |
RECORRIDA 1:200 2400
TIEMPO 9 4

Observamos aqui que la velocidad del avidon durante 2 horas de
vuelo es igual a la velocidad durante 4 horas de recorrido. Es decir,

1200 2400

2 4

Esta dltima igualdad recibe el nombre de proporcién.
Como vemos, una proporcién no es més que la igualdad de dos
razones,
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En una proporcion, a los nimeros a y d se acostumbra llamar-
les extremos y a los nimeros b y ¢ se les denomina medios.

Las proporciones tienen una propiedad que llamaremos propie-
dad fundamental de las proporciones y que se puede expresar de la
siguiente manera:

Ejemplo.
a) 8 = 32 = eu ] 8 pod
50 — go © una proporcién y en ella se cumple que
80 = 32 x 20
3 6
5 10 3 32
b) —=— i : — X —
) g~ 33 ©S uma proporcién y en ella tenemos que - X oo
7 28
8 _ 6
==X
7 10
c) 25 5 i6 lo tanto
5o 7 Jg§ 1O € una proporcién y, por )

2.5 X 12.5 £ 5 X 10.
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Ejercicio 51. Utilizando la propiedad fundamental, escriba el
simbolo = o0 s para indicar si las razones dadas forman o no una
proporcion.

24 16 12

a) § - - d) — @ —
5 15 5 5 3

b) 5 19 e) 15 1_2
e 4 5 & 3
7011 2T ¢ 9
)z — £ — -
5% 8 18 &6

La propiedad fundamental de las proporciones nos es Util para
resolver problemas en que, dada una proporcion, se desconocen algu-

nas de sus partes, Por ejemplo, si tenemos la proporcién ';—c= g"
el nimmero x lo podemos calcular asi:
Como %z %’ entonces x X 3 = 9 X 5 (propiedad fundamental).
De esta tltima ecuacién y por la definicion de division tenemos que
gXx5

3
Por consiguiente, el nimero buscado es 15.

x 15.

15 . 9
Comprobacion : 5 st es igual a T

Ejercicie 52. Calcule, usando la propiedad fundamental de las
proporciones, el valor de las letras en los siguientes incisos.

a_8 ay 3.2 g) 22 - 3l
6 12 x 35 11 Y
3 4 16 48 38 3
18 28 26 2 .. 92 46
D2 o, 2 £y =7 Iy =ity
n 14 )78 z b Y 7

3. VARIACION PROPORCIONAL

Frecuentemente tenemos situaciones analogas a la que se descri-
be a continuacién: Si cada uno de los libros de una coleccién cuesta
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$15, podemos contestar inmediatamente cuanto cuestan 2 libros, 3
libros, 20 libros, etc., y formar con ello la siguiente tabla:

Numero de libros 1 2 3 8 20

Caosto 15 30 45 120 300

Observemos, en el ejemplo, que a cada numero de libros le co-
rresponde un precio y que la razén del numero de libros a su pre-
cio es la misma en cada caso:

En este caso se dice que el precio varia en forma directamente
proporcional al nimero de libros.

Observemes también que si aumentamos el nimero de libros el
costo aumenta y que si disminuimos el numero de libros el costo
disminuye.

Consideremos el siguiente problema: Supongamos que la distri-
bucién de proteinas de la carne es uniforme y que 80 gramos de
carne de res contiene 16 gramos de proteina; jcudntos gramos
de proteinas contendrian 150 gramos de carne?

La suposicién anterior se puede expresar también diciendo que
el nimero de gramos de proteinas de la carne es directamente pro-
porcional al nimero de gramos de carne que consideremos en ca-
da caso.

Esto también podemos expresarlo diciendo que la razén que
existe entre el nimero de gramos de carne y el namero de gramos
de protefna es siempre la misma. Por lo tanto, para resolver el pro-
blema podemos considerar la proporcién

80 150

»

16 X

en la cual x es el nimero de gramos de proteina en 150 gramos de
carmne.

Al resolver la proporcion tenemos que

16 X 150
x* 80 2

x = 30.
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Esto nos indica que en 150 gramos de carne hay 30 gramos de
proteina.

Ejsmplo.

a) La distancia recorrida por un movil es directamente propor-
cional al tiempo, si la velocidad es constante.

b) El ntmero de obreros es directamente proporcional al traba-
jo que realizan, suponiendo a cada cbrero el mismo rendimiento.

¢) La distancia recorrida por un moévil es directamente propor-
cional a la velocidad, si ésta es uniforme y el tiempo es el mismo.

d) FEl voelumen de un gas es directamente proporcional a su tem-
peratura, si la presién es constante. (Dentro de ciertos limites.)

€¢) La longitud de la circunferencia es directamente proporcio-
nal a la longitud del radic del circulo.

f) La intensidad de una corriente es directamente proporcional
al voltaje, si la resistencia es constante. (Dentro de ciertos limites.)

Discutiremos a continuacién otro tipo de problemas que se pre-
sentan con cierta frecuencia. Por ejemplo, veamos el siguiente:

En una fabrica 6 obreros hacen cierto trabajo en 8 horas. Si so-
lamente 3 de ellos se dedicaran a hacerlo, jen qué tiempo lo harian?

Si suponemos que el rendimiento de cada obrero es uniforme, es
facil ver que la mitad de los obreros necesitan el doble de tiempo.
Esto es, si 6 obreros hacen cierto trabajo en 8 horas, 3 obreros ocu-
pan 16 horas para hacer el mismo trabajo.

De acuerdo con el razonamiento anterior, podemos contestar a
las preguntas, jcudnto tiempo tardan en hacer el mismo trabajo la
tercera parte de los obreros?, ;la sexta parte?, jocho obreros?, sel
doble de obreros?, etc. Los hechos anteriores podemos expresarlos
en la siguiente tabla:

Numero de obreros Tiempo que tardan en hacer
el trabajo
6 8
3 16
2 24
1 48
8 6
12 4
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Note usted que en este ejemplo, a cada ntmero de obreros le
corresponde cierto tiempo para hacer e] trabajo y que al considerar
dos renglones cualesquiera de la tabla anterior, por ejemplo,

3 16
8 6

los productos 3 X 16 y 8 X 6 son iguales. Es decir,
3IX16=8X6

Observemos también que si aumenta el numero de obreros, dis-
minuye el tiempo en que se hace el trabajo y que si disminuye el
nimero de obreros, aumenta el tiempo en que se hace el trabajo (su-
poniendo que no se interfiere el trabajo cuando aumenta o disminu-
ye el nimero de obreros). En este caso, se dice que el tiempo varia
en forma inversamente proporcional al nimero de obreros,

En general, si expresamos el niimero de obreros de una primera
situacion con x, y el tiempo que le corresponde con y;, v el nimero
de obreros en una segunda situacién con x, y el tiempo que le corres-
ponde con ¥,, podemos decir que

Con esta expresién podemos resolver problemas como el plan-
teado inicialmente, en forma mecénica.

Problema.

En una fdbrica, 5 obreros hacen cierto trabajo en 15 horas. Si
Se pusieran a hacer el mismo trabajo 10 obreros, jen qué tiempo
lo harian?

Resolucién. En este problema el tiempo varia en forma inver-
samente proporcional al ntimero de obreros.

= b y, =15

x> = 10; Yo =
Por consiguiente,

5% 15 =10 X 7,
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5 X 15 75
=~ "1 0
Solucidon, Los 10 obreros harian el trabajo en 7.5 horas.

En muchas situaciones las cantidades que aparecen en elias
varian en forma inversamente proporcional una con respecto a la
otra.

Ejemplo.

a) El tiempo que emplea un mdévil en recorrér una distancia
es inversamente proporcional 2 su velocidad, cuando la distancia es
constante.

b) El largo de un rectiangulo es inversamente proporcional al
ancho, cuando el 4rea es constante.

¢) El volumen de un gas es inversamente proporcional a la pre-
sidn, si la temperatura es constante,

d) El tiempo que tarda en llenarse un tinaco es inversamente
proporcional al ntiimero de surtidores que se emplean en el llenado,
suponiendo que los surtidores proporcionan la misma cantidad de
agua por unidad de tiempeo.

Problemas. Resuelva cada uno de los siguientes problemas, de-
terminando primero si se trata de una variacion directa o inversa-
mente proporcional.

1. Un meédico ausculta los ruidos cardiacos de un enfermo con
fiebre y encuentra que su corazén late uniformemente 25 veces en
15 segundos. ;Cudntos latidos percibira el médico durante un minuto?

2. Un avion Boeing 727, en condiciones normales de vuelo, gas-
ta 10 toneladas de combustible volando 2 500 kilémetros de México
a Los Angeles. ;Cuédntas toneladas gastard volando de México a
Chicago en las mismas condiciones de vuelo, sabiendo que la dis-
tancia que recorrerd el avién es de 3 200 kilémetros?

3. Cierta cantidad de gas ocupa un volumen de 85 centimetros
cubicos a una presién de 570 milimetros de mercurio. ;Cuél sera
el volumen que ocupara el mismo gas a una presion de 760 milime-
tros de mercurio a temperatura constante?

4. Normalmente los rifiones filtran 180 litros de sangre en un
dia. ;Cuéantos litros de sangre filtran en una hora?

5. Dos terrenos rectangulares tienen la misma drea. Si uno de
ellos mide 20 metros de largo y 10 metros de ancho y el otro mide
25 metros de largo, jcuantos metros medirda de ancho?

A
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6. Cierto depésito de agua tarda en llenarse 1.5 horas con 2 sur-
tidores. ;Cudntos surtidores debemos emplear para llenarlo en me-
dia hora?

7. Un comerciante compra 200 kilogramos de frijol a $1.80 el
kilogramo. ;Cuantos kilogramos de frijol habria comprade con
el mismo dinero si el precio hubiera side de $2.40 el kilogramo?

8. Un automévil gasta 20 litros de gasolina en un recorrido de
180 kilémetros. ¢Cudntos kilémetros recorrerd con 30 litros de ga-
solina, suponiendo que el rendimiento del automévil es constante?

9. En una zona donde se cultiva la cafia de azlcar, en 8 hecta-
reas se producen 480 toneladas. ;Cuintas toneladas se producirdn
en 15 hectireas?

10. Ocho aviones Comet consumen 480 toneladas de combusti-
ble en 15 horas de servicio, ;En cudntas horas gastardn el mismo
combustible 10 aviones?

11. Un automovilista viaja a 60 kilémetros por hora y tarda 7
horas en su recorrido. ;Qué tiempo tardaria en recorrer la misma
distancia si viajara a 70 kilémetros por hora?

12. En el agua hay 16 gramos de oxigeno por cada 2 gramos
de hidrégeno. ;Cuantos gramos de oxigeno habri en un volumen de
agua que contiene 17 gramos de hidrégeno?

13. EI corazén de un hombre adulto, bombea 5 litros de sangre
por minuto. ;Cuéntos litros de sangre bombea en 6 horas?

14. En el oxido de mercurio hay 16 gramos de oxigeno por cada
200 gramos de mercurio. ;Cuédntos gramos de mercuria habri en
una !:orcién de 6xido de mercurio que contiene 250 gramos de oxi-
geno?

15. En un dia, el corazén humano late 115 200 veces. ¢Cuéntas
veces latird en un minuto?

16. A una presién de 850 milimetros de mercurio, cierto gas ocu-
Pa un volumen de 460 centimetros cibicos. ;Qué presién deberd te-
ner el gas a temperatura constante para que ocupe un volumen de
1150 centimetros ctibicos?

17. Un hombre en reposo respira 780 veces en una hora. ;Cuin-
tas veces respirard en un minuto?
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Entre los diferentes aspectos de la matemdtica que ¢l trabajd, destaca su
estudio de los nameros enteros

SEXTA UNIDAD

L.OS NUMEROS ENTEROS Y SUS
OPERACIONES

1. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Al principio de este curso de matematicas estudiamos los nime-
ros naturales y el cero. Estos ntimeros se usan en el planteamien-
to y la resolucion de algunos problemas préacticos que implican la
idea de contar o de medir. Pero hay muchos otros problemas del mis-
mo tipo que no pueden resolverse con estos numeros. Por elle hemos
tenido que estudiar y manejar también Jos numeros racionales,

Ahora, en esta unidad, estudiaremos una nueva clase de ntme-
ros que se utilizan en la resolucién de otro tipo de problemas.

El problema “;qué nimero sumado con 1 es igual a cero?”, pue-
de expresarse simbolicamente asi: +1=0, o bien asi: 0 —1
= .Y ya antes hemos visto que ningin nimero natural o cero pue-
de ser solucién de dicho problema,

Las siguientes ecuaciones son del mismo.tipo:

13+ =5 30+ =15 1000 + =350
o bien, o bien, o bien,
5—13 = 15 — 30 = 350 — 1000 =

En general, si a y ¢ son nimeros naturales cualesquiera y ade-
mas ¢ < a, entonces las ecuaciones:

a+ =

o bien,
4

c—a=
no tienen ninguna solucién si consideramos tGnicamente a los ntime-
ros naturales y al cero.

Los niimeros que dan solucién a este tipo de ecuaciones se lla-

Man numeros enteros negativos y son los que estudiaremos a con-
tnuacién.
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1. LOS NUMEROS ENTEROS NEGATIVOS

Por cada ntimero natural hay un nGmero entéro negativo.

Ejemplo.

a) Al 1 le corresponde el entero negativo —1. (Leéase: “menos
uno”.)

b) Al 2 le corresponde el negativo —2, (Léase “menos dos”.)

¢) Al 3 le corresponde el negativo —3 (“menos tres”).

d) Al 5 le corresponde —5 (“menos cinco”).

e) A 1082 le corresponde —1 082, etc.

Para darnos una idea de los numeros naturales y €l cero, 1os
hemos representado en una recta numeérica asi:

I T i T 1 | i 1 1

Ahora representaremos los enteros negativos en la misma recta
numérica, de la siguiente manera:
/f_ “\
1 | | | | ] I/ | {_‘\'

N
ll'lll}
Pl
g 0 12

(Observe que los enteros negativos se representan a la izquierda
del cero.)

I

RPN
L4

=
o ——

Ejercicio 1. En su cuaderno dibuje una recta numérica y repre-
sente en ella los nimeros de 0 a 20 y los enteros megativos de —1
a —20.

2. EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS
POSITIVOS

Los numeros naturales, el cero v los niimeres enteros negativos
forman lo que se llama el conjunto de los nimeros enteros.

Al conjunto de los ntmeros naturales se le acostumbra llamar
también “conjunto de los ntimeros enteros positivos”. Y si se con-
sidera este conjunto con el cero, se habla entonces del “conjunto
de los nimeros enteros no negativos”™.
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ENTEROS
A

| | | I 1 1

—————

-11-10-9-—8 -7 -6-5-4~-3-2-1 ¢ 1 2 3 4 5 6 7T & 9 1o i1

- J N
' N -

|
T

ENTEROS NEGATIVOS ENTERQS POSITIVOS (0 NATURALES)

ENTEROS

&y —t—
] —_—
@

= o

ENTEROS NEGATIVOS ENTEROS NO NEGATIVOS

El conjunto de los niimeros enteros se acostumbra denotar con
la letra Z. Asi tenemos que

Z:{..._3’ _2’ _1, 0,1, 2, 3,...}

Con los ntimeros enteros se pueden efectuar las mismas opera-
ciones que con los niimeros enteros no negativos. A fin de ilustrar
algunas de esas operaciones representaremos también a los nume-
ro enteros por medio de flechas.

Por ejemplo, en el siguiente dibujo representamos con flechas
los ntimeros —4 y 4,

—4 ! } } { I ] ] |

13 T ] T

-7 -6 -5 -4 -3 -3 -1 0 i 2
4

¥

Tl
frge
w | end=

-4

_ Observamos que el miimero 4 se representa con flechas cuya lon-
glltud es de 4 unidades y también las flechas que representan a —4
tienen una longuitud de 4 unidades. La diferencia entre las flechas
4 y las flechas —4 radica en que tienen diferentes sentidos.

Al representar los numeros enteros con flechas advptaremos la
siguiente convencién, que va de acuerdo con la representacién que
se hace por medio de puntos:
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Las flechas hacia la derecha representardn nimmergs positivos y
las flechas hacia la izquierda ilustraran numeros negativos.

Ejercicio 2. Dibuje una recta numérica cuya unidad sea 1 centi-
metro y represente con un punto y una flecha cada uno de los
siguientes niimeros enteros.

a) —3 b) 3 c) —8 d) 8
&) —5 £) 5 q) 10 i) —10
i -1 k) 1 1o

Con los niimeros enteros y su representacién en la recta numé-
rica podemos describir situaciones como la siguiente:

En un camino recto, un hombre hace divérsos recorridos a par-
tir de un punto inicial. (A este punto inicial se acostumbra llamarle

origen.)

Con una recta numérica podemos representar el camino y los
recorridos que hace el hombre, si consideramos los nimeros positi-
vos como distancias a la derecha del origen y los niimeros negativos
como distancias recorridas hacia la izquierda.

| ! | i 4 H
L]

_"i__ b T T f ]
-7 -6 -§ —4 -3 -2 -1

O+ EEH@QREO

[La unidad de la recta numérica representa un metro,)
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Ejemplo.

a) Un recorrido de 3 metros a partir del origen, y hacia la dere-
cha, se puede representar asi:

N P—

}

1 1 |
T L r
-7 -6 -5 —4 -3 —2 -1 4} 1 2 3 4 5 8

T
ORIGEN

(Aqui 1 centimetro de la recta numérica representa un metro del
recorrido real,)

b) Un recorrido de 5 metros desde €l origen y hacia la izquierda
se puede representar asi:

(Aqui podriamos decir que €l hombre recorrié —5 metros, a partir
del origen.)

Ejercicio 3. Usando las convenciones usadas en los ejemplos
anteriores ilustre en una recta numeérica los siguientes recorridos,

a) Un recorrido de 5 metros a partir del origen y hacia la de-

recha.

b) Un recorrido de 1 metro a partir del origen y hacia la iz-
guierda.

¢) Un recorrido de 7 metros a partir del origen y hacia la iz-
quierda.

d) Un recorrido de —5 metros a partir del origen.

e) Un recorrido de —3 metros a partir del origen.

f) Un recorrido de —5 metros a partir de un punto situado a
4 metros 2 la derecha del origen.

g) Un recorrido de 6 metros a partir de un punto situado a 3
metros a la izquierda del origen,

h) Un recorrido de —4 metros a partir del punto —2.

1) Un recorrido de —2 metros a partir del punto 5.

_ }?n muchos termémetros las temperaturas se miden en grados
Centigrados “bajo cero” o “sobre cero”,
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TEMPERATURAS BAJO CERO

TEMPERATURAS SOBRE CERO

Si asociamos las temperaturas sobre cero con numeros positivos
v las temperaturas bajo cero con numeros negativos, podemos en-
tonces utilizar una recta numeérica para represeniar temperaturas.

| | [l ! 1 | 1 1 1 1
| 1 ] 1 i I i | 1 I | i
-8 -7 -6 —5 —4 -3 —2 —1 Q4 1

|

I

4
R W-
TEMPERATURAS SOBRE CERO

TEMPERATURAS BAJO CERO

(Un grado se representa con una unidad de la recta numérica. )
Ejemplo.

a) La temperatura de un cuerpo aumento desde 0° hasta 8°C,

2=

o=

(Hubo un cambio de temperatura de 8 grados centigrados.)
b) La temperatura de un cuerpo descendié desde 0° hasta 5
grados bajo cero,

—_—t L 1 I i 1 i 1 | | i I} 1 1
1 ] I 1 1 A ] ] ] ] I 1 i | | 1 i 1 1
-89 -8 —7 -6 —5 — -3 —2 —1 4] 1 2 3 4 3 &6 7 8 8

(Hubo un cambio de temperatura de —5 grados centigrados.)

Ejercicio 4. De acuerdo con las convenciones usadas en los ejem-
plos anteriores, ilustre en una recta numérica los siguientes cam-
bios de temperatura.

a) Un aumento de temperatura de 4 grados a partir de cero
grados,
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b) Una disminucién de temperatura de 10 grados a partir de
cero grados.

c¢) Un aumento de temperatura de 5 grados a partir de una
temperatura de 3°C.

d) Una disminucién de temperatura de 5 grados a partir de 5
grados centigrados.

e¢) Un aumento de la temperatura de 4 grados a partir de una
temperatura de —5 grados,

f) Una disminucién de la temperatura de 3 grados a partir de

—5 grados.

g) Una variacién de temperatura de 5 grados a partir de 4
grados.

h) Una variacién de temperatura de —10 grados a partir de —4
grados.

1) Un cambio de temperatura de —8 grados a partir de 4 grados.

Muchas otras situaciones se pueden describir cémodamente usan-
do los numeros enteros. Por ejemplo, 1a situacién de un objeto sobre
la superficie terrestre se mide en metros “sobre el nivel del mar”
0 “bajo el nivel del mar”,

10 m sobre el
nivel del mar | —— — — —~=

NIVEL DEL MAR

8 metros bajo el nivel del mar

Podemos considerar con nimeros positivos las medidas sobre el
nivel del mar y con negativos las medidas abajo de ese nivel.

A —B8 metros del
mnivel del mar
1 1 |
]

= 1 | | | ] | | ] | | i 1

é - 1 T L] | I i 1 1 1 ¥ i 1 | I
-2 -8-7-6-5-4-3-2—-10 1 2 3 4 5 8 7 8
R —

A 10 metros: del

EL MAR
NIYEL, D nivel del mar

[
R
5 9 10

MEDIDAS BAJO EL NIVEL DEL MAR MEDIDAS SOBRE EL NIVEL DEL MAR

En la actividad comercial podemos considerar las ganancias de
un negocio como positivas y las pérdidas como negativas, Por ejem-
Plo, una ganancia de 5 pesos y una pérdida de 3 pesos se represen-
tarian asf:
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1 ] I [ i L ) i
_; = : H "1‘!' = } : 1 1 i L] b 4 ] 1 3
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 A 1 2 3 4 5 8 8
= Y Y =

PESOS PERDIDOS PESOS GANADOS

(Una unidad de la recta numérica representa un peso.)

Los nameros enteros pueden servir para describir situaciones en
las que no Unicamente es necesario contar o medir, sino también
se requiere indicar un sentido. Mas adelante, en sus estudios de
las ciencias naturales y sociales, encontrara usted otras muchas si-
tuaciones en las que el uso de los nimeros enteros facilita su com-
prension y su manejo.

1. OPERACIONES CON NUMEROS ENTEROS

1. ADICION

Cuando manejabamos numeros no negativos representdbamos
una adicion en la recta numeérica utilizando flechas, como en €l si-
guiente ejemplo:

[T . S
e

2

@

@+43=5)

Con la interpretacién que hemos dado de los nimeros enteros
podriamos pensar en los siguientes problemas que se describen con
la ecuacién 2 + 3 = 5.

a) Un hombre realiza, en un camino recto, un recorridoe de 2
metros a la derecha del origen y desde el punto al que llegé rea-
liza otro recorrido de 3 metros también a la derecha. Al final de

los dos recorridos, jquedé a la derecha o a la izquierda del origen? y

ia qué distancia quedé de éste?

b) A partir de cero grados la temperatura aumenté 2 grados €
inmediatamente después aumenté otros 3 grados. (Cuél fue la
temperatura después de ese ultimo aumento?
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A continuacién utilizaremos problemas o situaciones semejantes
para ayudarnos a efectuar adiciones de ndmeros enteros.

Ejercicio 5. Interprete cada una de las expresiones siguientes
por medio de flechas en una recta numeérica, e invente un proble-
ma de recorridos y otros de temperaturas que se describan con ella.

a) 2+7=9 ¢) 12+ 1=13 e) 20 + 40 = 60
b) 5+5=10 d) 6 +9=15 f)a+b=c

El problema de encontrar la suma de dos nimeros enteros nega-
tivos como, por ejemplo, —5 y —3 se simboliza asi:

—54+(-3)="

Para efectuar esta adicién podemos imaginar los siguientes pro-
blemas.

a) Un hombre realiza, en un camino recto y a partir del ori-
gen, un recorrido de 5 metros hacia la izquierda (—5). Desde el
punto al que llegé efectiia otro recorrido de 3 metros a la izquierda
(—3). Al final de los dos recorridos, ;qued6 a la derecha o a la
izquierda del origen? ;A qué distancia quedo de éste?

b) A partir de 0° centigrados la temperatura bajé 5 grados
(—5). Después volvié a bajar 3 grados mas (—3). ;Cudl es la tem-
peratura final?

Cualquiera de los dos problemas se puede ilustrar en la recta
numeérica asi:

1 les
s =

b |

[
Li L
~10 -9 -8 -7 -8 -5 -4 -3 -2 —1 0 1

Vemos entonces que
~5+ (—3) = —8
Hjercicio 6. Invente algtin problema para cada una de las siguien-

tes expresiones y con la ayuda de una recta numérica resuelva las
adiciones.

a) =3+ (=7) =
d) -2 + (—-1) =
g8) -3+ (—15) ="

b)—5 4 (—5) =
e)—12 + (—1) =
h) —15 + (—13) =

c) -8+ (—10)=
f) —9+ (—6) ="
i) =T+ (—14) =
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H—7+0= k)o + (—18) = 1) =385 + (—16) =
m)—12 +(—-43)= n)—-26+(-39)= 0) —70+ (—85) =
Con la expresion

-84+ 3=

Indicamos que se busca la suma de —8 y 3. Para efectuar esta adi-
cién podemos imaginar cualquiera de los dos siguientes problemas.

a) Un hombre hace un recorrido, a partir del origen, de 8 me-
tros hacia la izquierda (—8) y a partir del punto al que llegd, hace
un recorrido de 3 metros hacia la derecha (3). Al finalizar los dos
recorridos, jquedd a la derecha o a la izquierda del origen? ;A qué
distancia quedé de gste?

b) A partir de cero grados centigrados se observé un descenso
de temperatura de 8 grados (—8) y después un aumento de 3 gra-
dos (3). (Cudl fue la temperatura después de los dos cambios?

Cualquiera de éstos problemas se puede ilustrar asi:

==

Y encontramos que
-8+3=-5

lgual podemos pensar al efectuar la siguiente adicién:

5+ (—9) =

a) Un hombre recorre, a partir del origen, 5 metros a la derecha
¥ luego 9 metros a la izquierda. Al final de los dos recorridos ;que-
do a la izquierda o a la derecha del origen? ;A qué distancia qued6
de éste?

b) A partir de 0° centigrados la temperatura aumenta 5 grados
y después disminuye 9 grados. ;Cuil fue la temperatura después
de las dos variaciones?
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- -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 Q 1 2 3 4 5 B
Tendremos entonces que
—8 4+ 3=

Ejercicio 7. Efect(e las siguientes adiciones tal como se hizo en
los ejemplos anteriores.

a) 5+ (-2)= b) 94 (—=3) = ¢) 15+ (—8) ="
d) 19+ (—=13) = e) 27+ (—18) = £) 6+ (—9)y="
g) 8+ (—12)= h) 17+ (-20)= i) 144 (-25)=
) 35+:(—638) =8 k) —=T7+12=" 1) —4+10=

m) —12 +19= n) —14 + 25 = fi) —37+52="
0) —6+2= p) —10+7= q) —18+6=
r) —39+23 = s) —78+57="

Hasta ahora hemos utilizado letras para representar nimeros na-
turales y racionales. Ahora utilizaremos letras para representar tam-
bién numeros enteros,

Con la expresién m + n indicamos la suma de —8 y 5 si m =
—8yn==5.

Sir=4ys=—2 entoncesr+s=4-+ (—2) =2

Ejercicio 8. En cada inciso complete las igualdades.
a) Sim=3 yn=-2, entonces m +n =
b) 8i r=—-7 ys=-3,
c) Six=—-2 yy=17,
d) Sia=9 y b= -19,
e) Sip=16 y q= —10,
El ¢y sit=18 vy u= -5,
g) Siv=—16 yw=17,

h) Si g=—8 y h=-15

entonces 7+ § =
entonces x +y =

entonces @ +b =
entonces p+qg =

entonces t+u =
entonces v +w =

entonces g+ h =
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Ejercicio 9. Complete la siguiente tabla

x | —1 2 71-3|-7|-9|—-15| 8 6

y | 3|-5|-7| of 4 |-9| 7 |-12| -3

x4y

Inverso aditive

Ejercicio 10. Efectdie las siguientes adiciones. Si lo desea utilice
la recta numeérica para hallar la suma.

a) -5+ 5= b) 24 (—-2)=
d) 35 + (—35) = e) —67 + B7 =
g) 475 + (—475)= h) —638 + 638=

c) —7+7=.
)85+ (—85) =

Ejercicio 11. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 3+ =0 b) 6+ =0 ¢) 94+ =0
d) -15+ =0 e) -+10=0 ) +(-12)=0
g) 87+ =0 h) +(-375)=0 1) 895+ =0
i) =573+ =0

Ejercicio 12. En las rectas numéricas de abajo las flechas repre-
sentan numeros enteros cualesquiera. Dibuje en cada caso la flecha

que representa al nimero que sumado con el que se ilustra da cero
como suma.

a) e

St o

b)

o= -+

i) —4876 + 4876 = |
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Al resolver los tres ejercicios anteriores habra usted notado que
en todos los casos siempre habia un namero entero que sumado con
otro da por resultado cero.

Esto es cierto en general:

umado ¢

Si se nos da un numero entero, por ejemplo 5, al nimero que
sumado con €l nos da cero lo denominamos el simétrico o inverso
aditivo de 5. Asi, —5 es el simétrico de 5 porque 5+ (—5) = 0.
Si consideramos el nimero —8, encontramos que 8 es su inverso
aditivo o simétrico porque —8 + 8 = 0.

Ejercicio 13. Llene la siguiente tabla, tal como se hace en a).

o] 8|85+ (—8r=0
b)| -3
c)| -5
dy| -1
e)| 7
)| 4
g)| 9
h)| ©
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Notacion para el inverso aditivo

Si tenemos un numero entero cualquiera @, al simétrico de ese
nimero lo denotamos como —a. De esa manera, si ¢ = — 2, entonces
—a = 2; si a = 8, entonces —a = — 8,

Ejercicio 14. En cada inciso complete las igualdades.

a) Sia=3, entonces —a =

b) Si m = —10, entonces —m =

c) Sir=—4, entonces —7r =

d) Si g=12, entonces —q =

e) Sit=1, entonces —t =

f) Siv=0, entonces —v =

g) Six= entonces —x = 17,
h) Siy= ~ entonces —y = —14.
i) Siz= entonces —z = 18.

Ejercicio 15. En cada caso complete las igualdades.

a) Sila=—-2yb=25, entonces a + (—b) =
b) Six=-6yz=—4, entonces —x+ (—z) =
c)y Sip=Ty¢qg=—23, entonces —p + g =
d) Sir=6ys=-—1, entonces —r + (—s§) =
e) Sid=—8yc=—10, entonces —d + c =

Con la notacién —(—a) estamos indicando el inverso del inverso
de a. Por ejemplo, si a = 3, €l inverso de 3 es —3 y el inverso de
—3 es 3, asi que

~(~a)=—(-3)=3
Sia = — 4, elinverso de —4 es 4 y el inverso de 4 es —4, asi que

—(—a) = — [~(~9)] = ~ 4

Ejercicio 16. Complete las siguientes igualdades
a) Sia=7, —(=a)=
b) Six=—6, —(—x) = °
¢) Siy=—17, —(—-y) =
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d) SiT:Qs —(_T):
e) Sis=9, —(—s)=

Observe usted que en todos los casos, el inverso del inverso de
un numere, es el mismo nuamero.

En simbolos:

Propiedades de la adicion de niimeros enteros

Al tratar la adicién de numeros naturales encontramos que te-
nia varias propiedades importantes. La adicién de ntimeros enteros
liene esas mismas propiedades gue ya conocemos y otra mais, Estu-
diégmoslas a continuacion,

Propiedad conmutativa.

5 i~

i
——— =
-3 '

& | !
. I T
2 3 4
|
'

(48
[ .
g —p—

|
o
|
e
|
s
|
e o~
Lr
=
|
1 L
P
b

5+(—3)=-3+5



192 MATEMATICAS PRIMER CURSO
i o | - =T d
{
| | | | | ] 1 }
T T 1 T '; T 1 | } I = = f % Il
-1 -1 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 =—-2 =1 0 1 2 3
= =1 =3 :
Esto es,

—74+(=3)=-3+(-7)
Propiedad asociativa,

Ejemplo,
B+ (-3)+(-4)=2+ (-4)= -2
5+-[-—-3+(—-4)]=5+(—.-7)= —92
p— =4 |
=25
JI T = T E F } = ; T : = I T |
_1_5_5_4_3—2—10-12'3456’:‘
— d -
je {
-7
Esto es.

B+ (=3)]+(—4)=5+[-3+ (—4)]

y I'_z_a aplicacion reiterada de esta propiedad nos permite efectuar
adiciones de 3 o mis sumandos agrupando éstos de dos en dos.

Ejemplo,
3+ (=85)+(-7)+8=

Resolucion,

Como 3 + (—5) = — 9, podemos escribir

Como 3 + (—5) = —2, podemos escribir
34+ (—B)+(-7)+8=—-2+(-7)+8
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Como —2 + (—7) = —9, podemos escribir
—24+(-7)+8=-9+38
y, por tltimo,
como —9 + 8 = —1, tenemos que
3+(-5)+(-7)+8=-1

Podriamos efectuar esta adicién asociando los sumandos de ma-
nera diferente; pero en cualquier caso obtendremos la misma suma.

Ejercicio 17. Efectte las siguientes adiciones.

a) -3+ 7+(=10)= b)) 8+(=6)+(—9)=

é)_ 44+ (—12)+6= @) —T+12+ (—8) =
e) 14+ (—9) + (—12) = £) 8+ 10 + (—23) =
g) —16 4+ (=5) + (-7) = h) 5+ (=6)+ (=7)+8=

) 8+ (-2)+64+(=5)= ) —=1+3+(-9)+7=

Propiedad del elemento meutro

Ejemplo.

a) 5+0=5 b) 04+4=4

¢) -8+0=-8 d) 0+ (—3)= -3

Como puede usted notar, todas estas propiedades de la adicion
de nimeros enteros son las mismas que tiene la adicién de matu-
rales y cero. La uinica propiedad nueva que tienen los enteros es la
gue enunciamos en seguida.
Propiedad del inverse aditivo
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Ejemplo.
a) 8+(—8)=0
c)n+(—mn)=20

b) —3+3=0
d) —x+x=0

2. SUSTRACCION

Recuerde usted que las expresiones como 12 — 3 = [] se usan
para indicar una sustraccién de numeros naturales. (En este caso
particular se indica que hay que encontrar el nimero que sumado
con 3 da 12.) Ahora usaremos expresiones del mismo tipo para in-
dicar sustracciones de numeros enteros.

Ejemplo.
a) 56— (—2)= (¢ Qué ntimero sumado en —2 da 5?)
b) —8—-10= ( ¢Qué nuimero sumado con 10 da —87?)

¢) =12 - (-5) = ( ¢Qué ntimero sumado con —5 da —127)

Para efectuar estas sustracciones de nimeros enteros procedere-
mos de la siguiente manera:

Al minuendo le sumaremos el simétrico del sustraendo y
el resultado serd la diferencia.
Ejemple,
a) 5—(—-2)=

Aqui el simétrico del sustraendo es 2. Por lo tanto, sumaremos
5 +2=7. Esto es,

B—(—2)=54+2=7

En este caso la diferencia es 7 comprobamos que asi es por-
gue 7 es el nlimero que sumado con —2 nos da 5.

5 —(-2) = 7 porque 7 +(-2) = 5
Minuendo Sustraends  Diferencia Diferencia Sustraendo Minuendo

b) —8—10=

Aqui sumamos —8 + (—10) = — 18 (pues el simétrico del sus-

traendo es —10) y encontramos que la diferencia es —18. Esto es.
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—8 —10= —18 porque —18 + 10 = —8

c) —12— (—5) = [

El simétrico de —5 es 5, Por consiguiente,

—12 — (=5)=—12+5=—7

La diferencia es —7 porque —7 + (—5) = — 12.
En general,

Ejercicio 18.  Efectiie las siguientes sustracciones y compruébelas
sumando la diferencia con el sustraendo.

a) 5—(=7)=" b)8—(-3)= ) 9—(-7)="

d) 18 —(—22)=1e) —7T—-8=_ £) —11—16=

g) —9—9= h) —10 - 8 i) =17 —-4="1

jy —8—12=" k) —19—-19= 1) —6—(=5)="2
m) —8— (—=10) =" n) — 15 — (—15) n) —8—(—=9)="

q) 0~ (~8) ="

Si aplicamos este procedimiento para efectuar sustracciones co-
mo las que estudiamos en el curso anterior, encontraremos los mis-
mos resultados, Por lo tanto, al efectuar sustracciones de ese tipo,
podemos usar cualquiera de los dos procedimientos.

0) =17 —(—21)="p) —3—(-21)=0F"

Ejemplo.
a) 8—2=6; o bien, 8—2=8+(—2)=6
b) 15—-4=11; o bien, 15 -4 =15+ (—4) =11

Pero ademdis, al emplear este nueve procedimiento estamos en
posibilidad de resolver problemas cemo los que mencionamos al prin-
cipio de esta unidad.
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Ejemplo.
a) 0—1=

Resolucion.
O0—1=0+(—-1)= -1

Esto es, el numero que sumado con 1 da 0, es —1

Comprobacién: —1+1=20
b) 5—13=
Resolucion ;

5—13=5+(-13)= -8
O sea, el ntmero que sumado con 13 da 5, es —8.

Comprobacién: —8 + 13 = 5.

Ejercicio 19. Efectie las siguientes sustracciones y complete la
oracién del inciso i).

a) 5—17 = b) 9 — 40 =
c) 18 —36 = d) 16 — 37 =
e) 10 — 100 = £) 1—35=

i) Si a y b son naturales y ademids b > a, entonces al restar

a — b el resultado es un ntimero
(positivo, negaiive)

Ya se habré usted dado cuenta que al manejar niimeros enteros,

siempre es posible efectuar wna sustracciin.

3. MULTIPLICACION

En una muldplicacién de dos ntimeros enteros se pueden presen-
tar tres casod distintos: O los dos factores son positivos; o un factor
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es positivo y el otro es negativo; o bien, los dos factores son negativos.
A continuacion estudiaremos por separado cada una de estas posi-
bilidades y la ilustraremos utilizando dos ejes numéricos, uno hori-
zontal y el otro vertical, que se cortan en el origen. A esto le llama-
remos sistema de coordenadas.

Al eje horizontal se le acostumbra llamar eje de las abseisas y al
€je vertical se le acostumbra llamar eje de las ordenadas.

Multiplicacién de dos factores positivos

Este caso de multiplicacion es el que conocemos desde la escuela
Primaria. Para ilustrarlo en un sistema de coordenadas procedere-
mos como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Consideremos el producte 3 X 2 e ilustrémoslo.
1. En el eje de las abscisas localizamos €l 3 y dibujamos el seg-
mento que va de ese punto al punto 1 en el otro eje.
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| a) 2X 6= b) 3 X 4=
: c) 4 K2 =" d) 2X3=

||L Observe usted que todos los productos obtenidos en el ejercicio
anterior son numeros positivos. Esto ocurre siempre que se multipli-
‘ can nameros positivos, y puede enunciarse como una ley en la si-

1 \ . guiente forma:

3
| Multiplicacién de un factor positivo
2. En el eje de las ordenadas localizamos el segundo factor, el 2, | por un factor negative
y trazamos una recta paralela al segmento que ya hemos trazado, [ -
Este caso de multiplicacién también se puede ilustrar en un sis-
g tema de coordenadas. Por ejemplo, consideremos €l producto 4(—2)

e ilustrémoslo:

1. En el eje de las abscisas localizamos el 4 y dibujamos el seg-
mento que une ese punto con el punto 1 en el otro eje.

3. El punto donde la recta corta al eje de las abscisas es el pro-
ducto 3 X 2. En este caso es el ntimero positivo 6.

Ejercicic 20. En un sistema de coordenadas ilustre las siguien-
tes multiplicaciones.
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ya ténemés trazado,

2. Ahora Tocalizamos el segundo factor (3) en el eje de las or-
s azamos una recta paralela al segmento que va del —4
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3. El punto donde la recta corta al eje de las abscisas es el
producto de (—4)(3). En este caso ¢s el numero negativo —12.
Esto es,

(—=4)(8) = — 12

Ejercicio 21. En un sistema de coordenadas ilustre las siguientes
multiplicaciones.

a) (—=3)5= d) (-3)2="_
by (=2 =2 e) 4(-3) ="
&) B(—2) = i@ £) (—5y3 =%

En todos los productos obtenidos en el ejercicio anterior usted
ha encontrado ntimeros negativos. Esto ocurre siempre que usted mul-
tiplique dos nimeros tales que uno sea positivo y el otro negativo,
y puede enunciarse como una ley en la siguiente forma:

Para encontrar el producto se puede proceder primero como si
los dos factores fueran positivos; pero luego se tomard como pro-
ducto el inverso aditivo del ntimero que se haya obtenido al consi-
derarlos en esa forma.

Ejercicio 22. Efectte las siguientes multiplicaciones.

a) 20(=12) =~ b) 80(—5) =
o) o0—83 = d) 65(—10) =

% nea mle £) (—6200)25 =
g) (—15)40 = hy (25)(—48) —
i) (—70(90) = NP
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1) (—926)34 =
n) 1874(—415) =

k) 368(—42) =
m) (—587)(65) =

Multiplicacién de dos factores negativos

Solamente falta por resolver el problema que se presenta cuando
los dos factores son negativos, Por ejemplo, ;cudl es el producto que
resulta de multiplicar —3 y —27?

(=3)(—2) =

Este tipo de multiplicaciones también puede ilustrarse en un sis-
tema de coordenadas:

1. En el eje de las abscisas localizamos el —3 y trazamos el seg-
mento que une ese punto con el 1 del otro eje.

—-3
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Ejercicio 10. Localice en la recta numérica el punto correspon-
diente a cada fraccién y luego indique si son o no equivalentes, como
en el inciso a).

s

o
N S AP .
5 10 ' a
4 7 0
b)ga‘i‘a F
C)ZJE ?||I|||I];IIJI|II.2I >
4 8
d)iggo ?1 I | | | :E L . | .
3" 6 12
8 15 © 1 2
e)_,_ [ ERR NN SR MR N R [ TR B
4 8
f)ligi?1 L | | i L 1?
518:4-161
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Ejercicio 11. Indique tres fracciones equivalentes a las cuales co-
rresponda el punto sefialado en cada recta numeérica,

8 1
0 4
a) + i = a >
3
0 2 2

Y

II. IDEA DE NUMERO RACIONAL

Segiin hemos visto, dos o més fracciones equivalentes represen-
tan una misma parte de un objeto o de un conjunto y les corres-
ponde un mismo punto y un mismo desplazamiento en la recta
numeérica, Parece entonces natural considerar que fracciones equiva-
lentes gon las que representan un mismo numero. Por ejemplo, si

- 1 ; 2 ; 3
hablamos del nimero 57 0 del nimero T o del numero 5 estare-
mos hablando del mismo ntmero racional, pues todas esas fraccio-

1 2 3
nes | —, — y — | son equivalentes.
(2 i 6) d
Para indicar que dos o mas fracciones denotan un mismo nume-

ro racional, se usa el signo de igualdad. Por ejemplo, en el caso
ultimo podemos escribir

Ejercicio 12. Determine si en cada inciso se nombra un mismo
namero racional o se nombran dos numeros diferentes, y luego indi-
quelo con el simbolo = o el simbolo =4, (Las letras denotan nimeros
naturales distintos de cero.)

i1 3 3
) 3 3 ©) g1
8 5 1

2 8 ay 2 =
b 3’ 12 ) 107 2
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rect al eje de las abscisas es el pro-
se: _el numero positivo 6. Asi es que,
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La recta corta al eje de las abscisas en el punto que corresponde
al nimero positivo 20. Este es el producto de (—4)(—5). Esto es,

(—4)(~5) =20

Ejercicio 23. En un sistema de coordenadas ilustre las siguien-
tes multiplicaciones.

a) (—2)(—4)= b) (—3(—-5) =1
¢) (—4)(—3)=1% d) (=3)(—3) ="
e) (—8)(=2)=§ £ (—-B)-38)=1%

En el ejercicio anterior usted ha encontrado que al multiplicar
dos numeros negativos, €l producto siempre ha sido un nimero po-
sitivo. Esto ocurre en general, y puede enunciarse como una ley de
la siguiente manera:

e e

Ademas, para encontrar el producto usted puede multiplicar co-
mo si los factores fueran positivos. El producto que se obtiene en
esa forma es un numero positivo y asi se deja por estar de acuerdo
ron la ley que acabamos de enunciar.

Fjercicio 24. Efectlie usted las siguientes multiplicaciones.
a) (—25)(-86)= b) (—14)(—4)=

c) (—40)(—12) =& d) (—60)(—11) ="

e) (—35)(—-28) = _ ) (=74)(—=5)=

g) (—567)(—15) = h) (—894)(—38) =

i) (—=1397)(—58) = i) (—3645)(—147) =

Propiedades de la multiplicacién de niimeros enteros

La forma en que se efectia la multiplicacion de nameros ente-
ros se ha establecido asi para que tal operacién tenga las mismas
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propiedades que la multiplicacion de naturales y cero. A continua-
rién enunciaremos esas propiedades y veremos algunos ejemplos.

Propiedad conmutativa.

Ejemple.
a) 3:8=24 3:-:8=8-3
8-3=24

b) (—8)(9) = —54
(9)(=6) = —54

e) (=2)(—7) =14
(—7)(—2) =14

d) (172)(—10) = —1 720
(—10)(172) = —1 720

(~6)(9) = (9)(~6)
(=2)(—=7) = (-T)(—2)
(172)(—10) = (—10)(172)

Propiedad asogiativa.

Ejemplo,

a) (2:5):3=10-3 =30
2-(5-3)=2-15=30

b) (—4 X 3)X (—=2) =(—12)(—2) =24
—4 X (83X —-2)=(—4)(-6) =24

c) (—5X —4) X —2 = (20)(—-2) = —40
—5X (—4 X —2)=(—-5)(8) = —40

d) 6% (—3X —4) = (6)(12) = 72
(X —3) X —4 = (—18)(—4) =72
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Propiedad del elemente nentro.

Ejemplo.
ay 7-1=19 b) (—4)(1)=—4
c) 1-26=286 d) (1)(—15) = —15

Propiedad distributiva,

Ejemplo.

Si para efectuar esta multiplicacién primero sumamos 5 + 4, €n-
contramos que el producto es —27, pues

—3X (54 4)=—-3X9=—27

Si efectuameos la multiplicacion aplicando la distributividad, tam-
bién obtenemos —27 como resultado, pues

—3(54+4)=-3X5+(-83%X4)=-156+ (=12) = —27
b) (B)(—2+ (—4)) = (5)(—2) + (5)(—4)
= —10+ (—20) = —30
(8)(—2+ (—4)) = (5)(—6) = —30
c) (A)(—T7+5)=(4)(—7)+ (4)(5)= —28+20=-8
(4)(=7+5)=4(—-2) =-8
d) —2(=3+ (=7)) = (—2)(=3) + (—=2)(=T7)
=6+ 14 =20
—9(—8+ (=7)) = (—2)(—10) =20
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En este momento seguramente ya observé usted que si la forma
de multiplicar niimeros positivos y negativos fuera distinta de como
la hemos aprendido, entonces no se cumplirian las propiedades que
acabamos de ver; sobre todo la ultima, la propiedad distributiva.

Ademas de estas propiedades basicas, podemos indicar que la
multiplicacién de enteros tiene las siguientes dos propiedades:

Ejemplo,
a) (—6)(0) =0
c) (0)(18) =0

b) (25)(0) =0
d) (0)(—45)=0

Propiedad del —1 en la multiplicacién.

Esto es, si multiplicamos un niimero a por —1, el resultado es el
inverso aditivo de a.
Ejemplo.
a) (—1)(8)=—8 b) (=1)(—5)=5
¢) (34)(—-1)= —34 d) (—87)(—1) = 87
Ejercicio 25. Efecttie usted las siguientes multiplicaciones.
a) (7)(8)(—-3) = b) (—=12)(4)(10) =
¢) (=3)(—-15)(6) = d) (36)(-2)(5) =
e) (25)(584)(—4) = £) (698)(—25)(4) =
g) (1562)(0)(312) = h) (1913)(—1) =
i) (—1)(748)(0) = 1) (415)(2)(—1)(5) =
k) (=20)(—1)(8714)(—5) =
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Ejercicio 26. Efecttie las siguientes operaciones considerando que
a=8b=-2c¢c=—1yd=0.

a) ab = (8)(-2) = —16 b) (a+b)(c)=

c) a-b-c= d) ara-c= .
e) (a+ e)(b) = £) b=b=1

g) ara-a= h) @@=

i) e = i) a-b=

k) ¢ +b= 1) ac+ bc=

m) @&-b-c-d=

o) (*)(a+c+d)=
q) (d)(a+ P> +c?)=
s) (B)(—1) =

Ejercicio 27. Suponiendoque x = —2,y=4,z2=3,{= —6 en-
cuentre los valores de las siguientes expresiones:

n) (a)(b+c)=
p) (¢8)(a*+d) =

) (—1)(a*)=1
t) ab+a-d=

a) 4(x+ 3) g) (x+ (y+2)
b) 2(t+ 5) h) (x +y)(z+t)
¢) 2t+5 1) x(t —z)
d) (2z)* i) (¢ —2)(t—x)
e) (3y)? K) (y — x)?
£) 3y* D (t—y)z

4. DIVISION

En una unidad anterior usamos simbolos para plantear el proble-
ma de encontrar un ntimero que multiplicado por otro b dé como
resultado un tercer niimero a. Haciamos esto de la siguiente manera:

b =a

o bien, de esta otra

o pl =1
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Al encontrar la solucion de este problema deciamos que habia-
mos efectuado una division.

Ahora, en esta seccién efectuaremos algunas divisiones en las
que el dividendo y el divisor son numeros enteros,

Notacién. Una division de enteros la indicaremos, tal como lo
hicimos antes con los numeros naturales.

Ejemplo,

2) —30 _ ( (Qué nimero multiplicado por —6 es igual
—6 a —307)

b) -28 _ (¢(Qué numero multiplicado por 4 es igual
—— = a —287)

¢) 100 _ (¢(Qué numero multiplicado por —10 es
—ig = igual a 100?)

Como ya hemos visto antes, algunos cocientes se pueden calcu-
lar directamente basdndose en la experiencia adquirida al efectuar
multiplicaciones. Igual pasa con las divisiones de enteros,

Ejemplo.

—30
a) — = 3, porque sabemos que

(5) (—6)=-30
Cociente  Divisor Dividendo
—28
b) e —7, porque sabemos que (—7)(4) = —28

120
¢) —g = —12: porque sabemos que (—12)(—10) = 120.

Ejercicio 28. Calcule directamente los cocientes de las siguientes
divisiones.

—25 s —o0 _F=es -35 _
D= s o 2B
—40. G —81 EEg 150
500 gy = 64
g2) 50 h 7 = i) = =
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_ Observe cémo se efecttian las siguientes divisiones utilizando la
idea expuesta.

Ejemplo.
gy 4116 _
343

Si la divisién fuera entre positivos tendriamos que:

12
34374116, 4116 _
686 343
0
La divisién inicial tendrd por cociente a 12 0 a —12. Como el
P‘}‘Oducto del cociente por el divisor debe ser igual al dividendo, el co-
ciente en este caso debe ser negativo, ya que un factor negativo por
Si deseamos efectuar una divisién como / un factor positivo dan un producto negativo, Por lo tanto,
- —4116
—4 115:_.: _g\’i: =T
343 | Comprobacion: (— =
provacion:  (—12)(343) = — 4116.
no podriamos hacerlo directamente. Sin embargo, podemos calcular —9294
el cociente de divisiones ¢como ésa con los conocimientos que tene- H b) 14 =
mos sobre la divisién entre nameros naturales y la forma en que
hemos definido la multiplicacién de enteros. Si la divisién fuera entre positivos tendriamos lo siguiente:
La observacién de las siguientes divisiones nos permitird elabo- i a1
rar un procedimiento aplicable a aquellas divisiones que no se pue- 147994 ; 294
den efectuar mentalmente. | 14~ 12 =i
0
% = 20 %22— =—20 | _El cociente de la divisién inicial es 21 o su simétrica —21. El
cociente es 21 porque 21 (—14) = — 294, Esto es,
~120_99 =120 | o 29 _ romue —-294
—86 6 —98 e 14 =21
El resultado, en todos los casos, es 20, o el simétrico de 20. Si Entre positivos tendriamos:
encontramos el cociente efectuando la divisién con los positivos, sa- 35
bemos que en los otros casos el cociente serd 20, o bien su simétrico. _' 28 T80 , 980
Podemos decidir entre 20 o —20, utilizando lo que sabemos de la 140 —2—8— =35,
multiplicacién de enteros. 0
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El cociente de la division inicial es —35, porque —35 (— 28) =
980.

Fjercicio 29. Efectie las siguientes divisiones (compruebe. sus
resultados).

i = b) o = )
—18 19
833 -1118 _ £) 1876 _
& —== e) —0p ~98
—1794 —3128 _ gy =000
£ —g = b)—p= —65
.. —4984 _ gy 5364 _ " —:1216:
i) e 74 62
6298 ) , =47 ay —20%8 _

Fn todas las divisiones que hemos hecho el resultado es un nu-
mero entero. En otras divisiones €sto no s asi. Por ejemplo,
i -8 1

_—
—_

4 —16 -2
Tl cociente de estas divisiones no €s, €n ningdn caso, un nénmgzo
entero. En el sigulente curso estudiaremos una nueva clase de nu
meros que son cocientes de divisiones, como las mostradas.

Ejercicio 30, Resuelva usted las siguientes ecuaciones.

a) 5- = —30,

b) —4- = =48

c) —7x=56 "=
d) 25 a= —200 a=
e) (3)(—2)(b) =90 b=
£) (—4)(—12)(x) =480 x=
g) (5)(n)(—3)=3000 ==
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III. EL. ORDEN EN LOS NUMEROS ENTEROS

Al estudiar los nimeros naturales aprendimos un criterio gue
nos permitia determinar entre dos nimeros cualesquiera cual era
mayor 0 menor que el otro. De tal manera que al considerar los nu-

meros 5 y 9, por ejemplo, podiamos senalar que 9 > 5, o bien, que
o< 9.

Representemos en una recta numérica los nimeros del ejemplo
anterior,

| 1 ] [}
————1——4
5 9

Observamos que el namerc mayor (9) estd a la derecha del nu-
mero menor (5). Igual pasa con dos niimeros no negativas cuales-
quiera representados en la recta numérica; el nimero mayor se re-
presenta con un punto que estd situado a la derecha del menor.

Ahora, para determinar si un numero entero es mayor ¢ menor
que otro numero entero, seguiremos el mismo criterio:

Ejemplo.

-8 =7 -6 -5 -4

¢_ 1 1 | | |
I I T 1 1

-3 -2 1 0 1 g 3 4
3> — 3 (o bien —3 < 3) porque 3 estid a la derecha de —3.
4

I 1 I
—8 =T =6 =5 =4

i | | |
I 1 I T i I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

—8 < — 1 (obien —1 > — 8) porque —8 estd a la izquierda de —1.

Ejercicio 31. De acuerdo con el criterio expuesto, llene los cua-

dritos de cada inciso con los ‘simbolos > o <, segin corresponda.

a) B3
d) -7 —4

b)) 1007
e) —12

¢) =30 =5

—-18 £) 3= —5
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g) =qee i h) —11 11 i) Sl —5
§) =Fum0 k) —100 0 1y =97
m) 81 —1 n) —700  —300 0) —500 —1500
p) 3000 1 q) —12C —30000 r) —1000 1000

Ejercicio 32. Observe bien las ilustraciones y después complete
las oraciones.

a)

ol

w
a

Cualquier nimero positive a es que 0. (¢Por qué?)

(mayor, menor)

b) *
b

o®

Cualquier numero negativo b es que 0. (¢Por qué:)

(mayor, menor)

c)
@
4 0

Cualquier ntimero negativo b es que cualquier nu-

(mayor, menor)

mero positivo a. (JPor qué?)

d) Si m > 0, entonces m puede ser cualquier nimero e
posi-

tivo, negative)

e) Si sabemos que m < 0, entonces también sabemos que n es
un numero

(positivo, negativo) )

La idea de orden, que en forma intuitiva acabamos de ver en la
recta numérica, puede precisarse con la siguiente definicién:
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Ejemplo.

a) 8>2 porque 8 — 2 > 0

b) 13 > 10 porque 13 — 10 > 0

¢) T 12 porque 7 — 12 < 0

d) 2> -5 porque —2 — (—5) >0
e) —9>—20 porque —9 — (—20) >0

Ejercicio 3. Tal como se hace en los primeros incisos, de acuerdo
con la definicién de orden, escriba el simbolo adecuado en cada

a) 15> -2 porque 15 — (—2) >0
b) —4< -1 porque —4 — (—=1) <0
)5 -1 porque 5 — (—1) 0
d) 20 - 50 porque 20 — (—50) 0
8) —343 6 porque —3 — (—6) 0
£ 28-6 porque 2 — (—6) 0
g) —4 30 porque —4 — 30 0
h) —53 53 porque —53 —53 0

1. PROPIEDADES BASICAS DEL ORDEN
Propiedad tramsitiva.

Observando la recta numérica que se dibuja a continuacién, ve-
mos que, cualesquiera que sean los niimeros llamados a, b Yy ¢, si
a<byb<c, entonces a < c.

| {
! T
a b c

En la ilustracién anterior se aprecia la llamada propiedad tran-
sitiva. del orden, la cual enunciamos aqui de la siguiente manera:
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Propiedad de tricotomia.

El orden tiene otra propiedad basica denominada tricotomia, y
que enunciamos de la siguiente manera:

Ejercicio 34. Aplicando su conocimiento de las propiedades ba-
sicas del orden, complete usted los siguientes razonamientos.

a) Sid>a y a>b, entonces 3 > b
b) Six < 8 y 8 < n?, entonces

¢) Sida > 4n bi 4n > b, entonces
d) Si3ae®>>5y vy 5y > 10m, entonces

e) Si2a < b y b < ¢, entonces

f) Sim>a«x y Z <X entonces

g) Sic>34 y a < 34, entonces

IV VALOR ABSOLUTO

FProblema. Dos vehiculos parten de una ciudad y avanzan por
una carretera recta en sentido opuesto, uno hacia el este y otro hacia
el oeste. Si su velocidad promedio es de 50 kilémetros por hora, al
cabo de cuatro horas, jcudl vehiculo estd maés lejos de la ciudad de
partida?

Si hacemos un esquema para resolver este problema, podemos
dibujar lo siguiente:

Ciudad
4 horas 3 horas 2 horas 1 hora de 1 hora 2 horas 3 horas 4 horas

Oeste i i I : 1 1 t 1, Este
200 km 150km 100 km 50 km partida 50 km 100km 150 km 200 km

SEXTA UNIDAD — LOS NUMEROS ENTEROS Y §US OPERACIONES 219

Encontramos que, aun cuando los vehiculos no estén juntos,
ambos se han alejade de la ciudad la misma distancia. En conse-
cuencia, podemos contestar: “Ninguno de los dos vehiculos estd mas
lejos de la ciudad que el otro”.

En casos como éste solo se piensa en el valor absoluto del des-
plazamiento, es decir, en la distancia recorrida, sin tomar en cuenta
el sentido del movimiento. Si nos fijamos en la recta numérica,

=200 —150 -—100 —50 o 50 100 150 20

cada punto corresponde a un numero y este ndmero nos indica qué
tan lejos estd ese punto del punto cero, y en qué sentido, positivo
o negativo.

Asi, el punto que corresponde a —200 no es el mismo punto que
corresponde a 200; pero ambos puntos estan a la misma distancia
del punto cero. De modo que si pensamos sélo en la longitud de un
desplazamiento, sin importarnos el sentido del mismo, podemos re-
presentar esta distancia siempre con un ndmero positivo y decir
que éste es su valor absoluto. Por ejemplo,

1 [l P
2 4] 200

el valor absoluto de este desplazamiento es 200, ¥

- ] i

—200 0

¥

el valor absoluto de este otro desplazamiento también es 200.
Si no se quieren trazar los esquemas de los desplazamientos, se
puede emplear el siguiente simbolismo:

1200] = 200

(El valor absoluto del desplazamiento 200, que es en sentido posi-
tivo, es 200.)

|—200| = 200

(El valor absoluto del desplazamiento —200, que es en sentido ne-
gativo, es 200.)
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Ejemplo.
5 5
a) |8 =8 g) [ —=l=3
5 _5
b) |-8/ =8 h) =l =5
c) |14| =14 i) 3-2i=1=1
d) |—14] = 14 DIB=7=]-2/=2
e) |-:-|=§ k) |3 X 4| =]|12| =12
3 _3
—5 =2 —92)[=|-8|=8
H -4=5 D [(4)(—2)] =[-8

Aungque el cero no representa ningin desplazamiento pesitive ni
negativo, de todas maneras se define su valor absoluto:

0] =0
y de esta manera tode niimero entero tiene un valor absolute.
Como puede usted observar, se ha convenido en que el valor
absoluto de un nimero entero cualqguiera es otro numero entero

gue nunca puede ser negativo. Podriamos expresar simbodlicamente
esto de la siguiente manera:

Si x > 0, entonces |x| = x

(Si x representa un nimero positivo, el valor absoluto de x es él
mismo)

8i x = 0, entonces |x| = 0
(8i x representa al ntimero cero, su valor absoluto es él mismo)
St x < 0, entonces |x| = — x

(8i x representa a un niimero negativo, €l valor absoluto de x es su
opuesto, —x, que es un numero positivo.)
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Ejemplo.
a) Si x = —3, entonces |x| = —(—-3) =3
b) 8i x= —5, entonces |x| = —(—5) =5
¢) 8i x = —2, entonces |x| = |-2| = —(—=2) =2
d) 8i x = —7, entonces |x| = |=7| = —(-7)=7

Ejercicio 35. Indique cufles son los valores absolutos de los si-
guientes nimeros enteros.

a) 20 =

by |i7) = &S

c) |-9 = _ (si x> 0)

d) |-1] = . (six=0)
1 F—

€) Jg] = (sia<0)

4
£) [~ ?l = r) |b| —5 (si b=0)
- — :

g) |— Bl = 8) |@—>8| =Ei= (sia—b>0)
.

h) 5l = t) |x —y| = (six—y<0)

i) |0 = L5 u) |w = (si m> 0)

i) |4—4|= v) [n?| =g (si m<0)

k) 3—-8] = w) lax?| =%%w (si a=0)

I} 6—2]= =8 x) |& P BEE (sdas0y b=0)



NICOLAI IVANOVITCH LOBACHEVSKY (1793-1856)

Matematico ruso, que a la edad de 21 afos era profesor de la Universidad
de Kazan. En 1826 dio a comocer sus trabajos sobre una geometria que no
dependia del postulado de Euclides sobre rectas paralelas

SEPTIMA UNIDAD

GEOMETRIA Y METRICA

I. PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

La geometria ha sido siempre considerada como una de las mas
bellas ramas de las matemadticas.

Toda persona, desde sus primeras experiencias de la infancia,
va adquiriendo ciertas nociones intuitivas acerca de la forma y el
tamano de los objetos que la rodean. En los estudios de la escuela
primaria y a medida que se va desarrollando nuestra capacidad de
observacion y anélisis, estos conceptos relativos a figuras geométri-
cas van adquiriendo mayor importancia. En esta unidad continuare-
mos el estudio de figuras geométricas, de su forma y de su medida.

A continuacién se ilustran varias figuras geométricas.
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Ahora bien, en estudios mas avanzados de matematicas se con-
sideran muchas geometrias: la geometria proyectiva, la topologia,
las geometrias no euclidianas, la geometria algebraica, etc. La que
en general se trata en los estudios de la escuela primaria y que ahora
continuaremos estudiando es la que guarda mads estrecha relacién
con nuestras primeras observaciones del mundo que nos rodea. Se
trata de la geometria euclidiana, llamada asi en honor del gran sabio
griego Euclides quien tan maravillosamente supo organizar los con-
ceptos basicos v las deducciones de esta geometria,

En esta geometria consideramos al espacio como un conjunto de
elementos que llamamos puntos. Hablamos de figuras geométricas
las cuales son subconjuntos del espacio, Es decir, las figuras geomé-
tricas son conjuntos de puntos.

Cualquier objeto que observemos puede servirnos para visualizar
figuras geométricas, por ejemplo lineas (y. en particular, lineas rec-
tas), superficies (y, en particular, superficies planas) y cuerpos
solidos.

Ejercicio 1. En g siguiente ilustracion identifique y marque con
color

a) La recta que determina el cable de la lampara.

b) El plano determinado por el piso de la habitacion.

¢) La esfera determinada por 1a lampara,
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Ejercicio 2. En la siguiente ilustracién marque con color

a) El plano determinade por la marquesina,
b) El plano determinado por el techo de la casa.
¢) La recta en que se intersecan la pared de la izquierda y el piso.

.
[ ==

S (. Vs
ST

Ejercicio 3. Marque con color

a) La recta en que se intersecan la pared y el piso.
b) Las rectas determinadas por las antenas del televisor.
c) El paralelepipedo determinado por el televisor.
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e T

Ty

e

1. RECTAS

Para dibujar rectas en un plano se puede utilizar una regla. En
algunos casos se usa un hilo o una cuerda.

I A S T Y YN U Y NN ) T O Y ¢
TN O T O T T A [ Y [ ) |

Los topégrafos, para marcar trazos rectos utilizan instrumentos
especiales como los trdnsitos y estadales.
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Ejercicio 4,

a) A continuacion se han indicado dos puntos, el punto P y el
punto Q.
Q

E

(Puede usted trazar lineas (no necesariamente rectas) que pasen
por los puntos P y Q7 jHay una sola linea o muchas que pasen por
PyQ?

b) Pensemos en las mismas preguntas pero hablando no de li-
neas en general, sino de lineas rectas. Es decir, marcamos dos pun-
tos Py Q:

Q

P

¢ Puede usted trazar lineas rectas que pasen por los dos puntos Py Q?
(Hay una sola recta o muchas que pasan por P y Q?

Ejercicio 5. Marquemos ahora un solo punto P.

P

(Hay rectas que pasen por P? ;Hay una sola recta que pasa por P
¢ hay muchas?

En geometria interesan las relaciones que hay entre unas figuras
y otras. En los dos ejercicios anteriores usted habra observado algu-
nas relaciones elementales entre puntos y rectas:

La primera de estas propiedades permite referirse a una recta
mencionando Unicamente dos de sus puntos. Por ejemplo, si en re-
lacién a la siguiente ilustracion decimos “la recta que pasa por A y
B” sabemos exactamente a qué recta nos estamos refiriendo, puesto
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que, segun hemos observado, hay una sola recta que pasa por esos
dos puntos, Asimismo, también sabemos exactamente de qué se itrata
al decir “la recta que pasa por B y C”,

A B

Para abreviar el lenguaje se acostumbra decir simplemente “la recta
AB” en vez de “la recta que pasa por los puntos A y B”, Y con el fin
de abreviar la escritura, en vez de “la recta que pasa por los puntos
A y B” se escribe simplemente

—>

AB

5

Asi, por ejemplo, BC denota la recta BC.

Ejercicio 6.

a) Refiriéndose a la siguiente ilustracién, jseria correcto decir
“la linea que pasa por A y B”? ;Cual de las 4 lineas dibujadas seria?

b) Si con respecto a la figura anterior se dice “la linea recta A
B” o simplemente “la recta A B” sabemos a cudl de las lineas nos
estamos refiriendo? ;Por qué?
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Ejercicio 7. Suypongamos ahora gue nos dan 3 puntos. jHay
una recta que pase por los tres? Vea los siguientes casos.

Sl no 81 no

(Cuiles de las siguientes afirmaciones son correctas y cuales

son falsas?
' Correcto Falso

a) Dados 3 puntos hay una recta que pasa por
ellos.

b) Por 3 puntos nunca pasa una recta.

c¢) Por 3 puntos a veces pasa una recta.
Puntos colineales

En el ejercicio anterior usted habra observado que si damos tres
puntos, a veces hay una recta que los contiene (como en la ilustra-
cién siguiente de la izquierda) y a veces no hay alguna recta que

pase por los tres (como en la ilustracion de la derecha, a conti-
nuacién ).

+P
«Q

R

Cuando tres o mds puntos estidn en una misma recta se dice gue
‘estos puntos son colineales,
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Ejemplo. En la ilustracién siguiente, los puntos A, B, C, D y E Ejuraide 6. B lasisnienie feura
son colineales; los puntos R, U, W, X y Y no son colineales; los pun- | A St Lo
tos U, X, Y y W si son colineales: los puntos R, 8, T, Z y V no lo son

encuentre tantos conjuntos de puntos colineales como pueda.

Ejercicio 10, En la siguiente ilustracién encuentre tantos con-
juntos como pueda de puntos colineales:

Ejercicio 8. En la siguiente figura

G H

=~
—y
b

encuentre

a) 5 puntos colineales.
b) 4 puntos colineales.
¢) varias ternas de puntos colineales,
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Observacion. Habra usted notado que cuando hablamos de pun-
tos colineales siempre mencionamos 3 o mas puntos. Esto se debe
a que, como se mencioné antes, dos puntos siempre pertenecen a
una recta,

—>
Observaciéon. Cuando escribimos AB para referirnos a la recta
que pasa por A y B conviene no omitir la doble flechita < encima
de las letras que denotan los puntos, A y B, pues mas adelante uti-

_— —
lizaremos la notacién AB y la notacion AR para referirnos a otros
conceptos.
Observacién. Cuando en una recta tenemos indicados tres o
mas puntos, como, por ejemplo, en el siguiente dibujo, esta recta la
podemos denotar de varias maneras;

Ejercicio 11,

a) En la figura

I =— AB, n= 5 y & — BC.

b) Escriba tres notaciones para la recta
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¢) En la figura

!

5l &l ?I gl &l

Il
!-u.i

I
‘-]

Il

It

\>
)

En esta ilustracion,

233
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e) En la siguiente ilustracién,

pe F = ! I

p-: = ~—]

2. PLANOS

Asi como dos puntos determinan una recta, para determinar un
plano se necesitan tres puntos no colineales. En efecto, si como
modelo de un plano tomamos un pedazo de cartén, vemos que pode-
mos apoyarlo en un punto de muchas maneras. Es decir, hay muchos
planos que pasan por un punto dado.

También si tomamos dos puntos, este cartén lo podemos apoyar
de muchas maneras. O sea, hay muchos planos que pasan por dos
puntos dados.

No asi, si consideramos tres puntos no colineales. En cada una
de las siguientes ilustraciones vemos que tres puntos no colineales
determinan completamente el plano:
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Asi pues, aceptaremos esta propiedad:

Aceptaremos también otra propiedad que estd muy de acuerdo
con nuestra intuicion geométrica;

Notacién para planos

¢Como podemos proceder para nombrar los planos? Recordemos
que para denotar las rectas utilizamos dos puntos de la recta, pues,
hasta conocer dos puntos para que la recta quede determinada. En
el caso de los planos, la propiedad aceptada nos dice que tres puntos
no colineales determinan completamente un plano, Entonces, siguiern-
do el método usado para denotar rectas, si A, B vy C son tres puntos
no colineales de un plano, denotaremos a éste como sigue:

plano ABC

El orden en que escribamos los puntos no tiene ninguna importancia:
asi pues podemos decir que

plano ABC = plano BAC = plano CAB

¢Puede usted encontrar otra manera de ordenar las letras y des-
cribir el mismo plano en tres formas mas?
Resp.: plano = plano = plano
Ejemplo. En la ilustracién siguiente el plano de la pared donde
se encuentra €l pizarrén lo podemos denotar por plano ABM o tam-

bién, por ejemplo, plano BLM, pues todos esos puntos estian en di-
cho plano v no son colineales;
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B C

el plano del piso lo podemos denotar plano LMN, o bien, plano LON,
o bien, plano MON; el plano de la pared de la ventana lo podemos
denotar por plano BCN, plano HIC, plano HJK, etc.

Wjercicic 12, De acuerdo con la ilustracién anterior, ‘

a) denote de tres maneras distintas el plano del pizarrqn (slu-
ponemos que este plano no es el mismo de la pared pues el pizarrén
estd “salido™);

b) denote de cinco maneras distintas (y distintas de las mencio-
nadas en €l ejemplo) el plano de la pared donde se encuentra la
ventana;

¢) ¢(como denotaria usted el plano del techo del salén?;
d) dé varias notaciones para el plano superior de la tarima;
€) lo mismo para el plano del piso.

3. SEGMENTOS

En geometria, a las rectas se les considera “ilimitadas” por ambos
lados. Dicho de otra manera, se considera que se “prolongan inde-
finidamente en ambos sentidos”. En la practica se trabaja muchas
veces con “pedazos” de recta, o, como se dice. con segmentos de rec-
ta. Cuando nos referimos, por ejemplo, al segmento de extremos A
¥ B, nos estamos refiriendo al conjunto de todos los puntos de la recta
AB que “estan entre A y B” (incluyendo a A y B), como se ilustra
en color en el siguiente dibujo
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B

Para denotar el segmento de extremos A y B se escribe AB.

Ejercicio 13, Diga cudles de las siguientes afirmaciones son co-

rrectas y cuéles son falsas.

a) El segmento AB es el conjunto de todos los
puntos colineales con A y B.

b) Todos los puntos de AB son colineales con
A v B,
c) Todos los puntos del segmento AB pertene-

>

cen a la recta AB.
> S
d) Todos los puntos de AB perienecen a AB.

— >
e) AB esta contenido en AB.

=3 -
f) AB esta contenida en AB.

Ejercicio 14,
a) En la ilustracién siguiente,

Correcto Falso

los segmentos marcados con 1ojo son AB,
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b) ¢Cémo denotaria usted los segmentos llamados cominmente

“lineas de meta” en la ilustracién de arriba?

Resp, ¥

(Cémo denotaria la llamada linea de medio campo?

Resp.

.Y el travesatio de la porteria cuyos exiremos estin indicados
con Py Q7

Resp.

.Y el poste derecho de la misma porteria?

BResp.

.Y la “banda izquierda” del campo?

Resp.

II. LONGITUD

Todos estamos familiarizados con la idea de medida. Desde los
tiempos antiguos, ¢l hombre, por necesidades inherentes a su for-
ma de vida, ha tenido necesidad no solamente de contar, sino tam-
bién de medir. Necesité hablar de la distancia entre dos lugares, del
irea de un terreno, del volumen de un cilindro, etc.

En la época actual, el concepto de medida ha sido motivo de
profundos estudios. Al mismo tiempo los procedimientos para medir
han alcanzado un grado extraordinario de perfeccion. _

Estos conocimientos han sido bésicos para el desarrollo de la
ciencia y la tecnologia. Podemos afirmar que muchas de las como-
didades de que ahora disfrutamos se deben, en buen grado, a los
conocimientos cientificos acumulados a lo largo de la historia. La
teoria de la medida ha sido fundamental para el desarrollo de estos
conocimientos de la ciencia moderna.

En esta seccién nos ocuparemos de las ideas bésicas acerca de la
medida, para lo cual estudiaremos la medida de segmentos (longi-
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tud ). Posteriormente estudiaremos la medida de regiones planas
(area) y la de algunos cuerpos solidos (volumen ).

Desde la antiguedad el hombre ha necesitado medir

1. CONGRUENCIA DE SEGMENTOS

Con frecuencia, al referirnos a objetos que tienen caracteristicas
comunes decimos que éstos son iguales,

Por ejemplo, al hablar de las ventanas de un edificio como el de
la fotografia decimos que son “iguales”.

ey
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En geometria, en situaciones semejantes, hablaremos de figuras

congruentes. Asi pues, diremos que los rectangulos representados por
dichas ventanas son congruentes.

En este parrafo estudiaremos el concepto de congruencia de seg-
mentos.

Las siguientes figuras ilustran la congruencia de segmentos:

T __
?,,P‘f’\
M_,_--"- \
¥ _- \
A\ \
\ \ -
\ AT
-""'-‘ S
En la primera, los segmentos OA, OB, OC, OD, OE y OG son

congruentes entre si. En la segunda, los segmentos KL, MN, PQ, RS
y TV son congruentes entre si.
Para ver que dos segmentos

® (&

~_ |

N _ O
son congruentes, podemos utilizar el compds como sigue:

Abrimos el compds de tal manera que sus puntas coincidan con
Ay B. Con esta abertura, colocamos una de las puntas del compas
en C. Si girando el compas sobre esta punta vemos que la otra pun-
ta coincide con D, entonces los segmentos AB y CD son congruentes
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También podemos utilizar una hoja de papel, como se muestra a Ejercicio 16.  Usando un compas determine si son 0 no congruen
continuacién: tes los siguientes segmentos y luego use los signos~ o # para indicar

su resultado.

o
."Q, )
.’- C D
;/_/ \_\.. a) . = =8 )
¥ Fo) b
1
/,L
1
G F ¥ B EF EG
k _\—H_‘-‘-‘_\""--_
3 ‘ ‘-‘_‘—‘—‘"_'“—-._,
b R | é
ht J
[ /‘,_/“ﬂ
-
} ¢) P — A
/\ L KL N
;Paodria usted describir algin otro procedimiento para ver si dos , <
segmentos dados son congruentes?
Para indicar que dos segmentos AB y CD son congruentes &s- X
cribimos: Y ‘“‘“h\
AB =CD d) —— XY ¥Z
(y leemos AB es congruente con CD). En caso contrario, es decir, ff_,f/
cuando no son congruentes, escribimos Z
AB £ CD
(y leemos AB no es congruente con CD) H ‘E
Conviene observar la distincién entre comgruencia e igualdad. B v o o
Por ejemplo, los siguientes segmentos son congruentes perc no son e) u / RS uv
i » __-__.r—"'"'_" __H_‘-
iguales, pues no constan d; los mismos puntos: . ~.S
o Veremos ah o
7 | Temos ahora como se puede usar la regla y el compas para
P pe— Q vesolver algunos problemas de construccién de segmentos congruen-
./_// tes con un segmento dado.
‘w y
: Froblema. Construir un segmento congruente con un segmento

MN =~ PQ v MN == PQ dado AB y que esté en una recta L.
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Solucién. Con una abertura del compas determinada por los {
extremos del segmento AB, marcamos dos puntos C y D sobre la |
recta L. El segmento CD nos da una solucién del problema.

Problema. Construir un segmento congruente con un segmento

dado AB y con extremo en un punto dado P.

® n
|
Solucién. Tomamos en el compés una abertura determinada |
por los extremos del segmento AE y luego apoyamos una de sus
puntas en el punto P. Cualquier punto determinado por la otra punta “
del compds y el punto P determinan un segmento congruente con AB.
Problema. Construir un segmento que esté contenido en und
recta I, con extremo en un punto P de [ y que sea congruente con

AB.
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Después de haber resuelto los dos primeros problemas no tendra
usted dificultad alguna en resolver éste

Es conveniente observar que los dos primeros problemas tienen

tantas soluciones como se quiera, mientras que este ultimo tiene
Unicamente dos soluciones.

Ejereicip 17. Utilizando la regla y

el compis efectie las cons-
trucciones siguientes:

a) Sobre la recta I trace tres segmentos congruentes con PQ.

P

Q

b) Trace once segmentos congruentes con UV, que tengan co-
mo extremo el punto R.

Vv

¢) Trace un segmento congruente con AB, de modo gque uno de
sus extremos sea el punto C y el otro esté en la recta [

2. LONGITUD DE UN SEGMENTO

Con bastante frecuencia tenemos que medir objetos que pueden

S€r representados por segmentos. Por ejemplo, podemos medir el
ancho de una masa en ‘palmos.



MATEMATICAS PRIMER CURSO
246

En el caso de la ilustracién decimos que la mesa mifie 5 pal-
mos de ancho. En el caso de la ilustracién siguiente, decimos que
¢l tubo mide 4 metros de largo, 0 que su longitud es de 4 metros:

Podriamos también medir la Jongitud de este tuht') con pasos 0
con pies o con alguna otra unidad de me.di'da apropiada.. Obsenlr;z
mos que para medir un segmento, en pnmer_lugar elegimos U
unidad de medida; después colocamos esta }mldad una y otra Vvez
sobre el segmento y llamamos longitud al nimero de veces que po-
demos hacerlo.

Examinemos con mas detalle este proceso.

Consideremos un segmento ﬁ_chI_’_Q al que
longitud y un segmento arbitrario AB:

llamaremos unidad de

F—
P Q

| A A, A A As A L
"A B

“—>
En la recta AB marcamos puntos A, A,, Ay, etc., de tal manera

que los segmentos AA;, AA, AA, etc., sean congruentes con la uni-

dad PQ.

Ju
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Diremos entonces que

Por ejemplo, en el caso ilustrado, la longitud de AB con respec-
to a PQ es 5.

Observemos que, en esta forma, una vez fijada la unidad de lon-
gitud, a cada segmento le podemos asociar un namero entero: su
longitud (aproximada hasta unidades).

Ejercicio 18, Tomando ¢omo unidad de longitud el segmento de
la izquierda, encuentre la longitud del segmento de la derecha. (Pa-
ra trazar segmentos congruentes use el compas.)

Unidad

ay—

Segmento a medir

B
b)-

c)—s

g

d)
e)e 5
f)e .

L]

M |

L

A
T
E
G
T
K

Para indicar la longitud de un segmento AB escribiremos AB
(léase: “la longitud del segmento AB”) y si queremos especificar
la unidad de longitud PQ, escribiremos AB respecto a PQ.

Observacién: No debemos confundir las notaciones

—> —_
AB, AB, AB.
(Recuerda usted el significado de cada una de ellas?

Fjercicio 19, Para los segmentos del ejercicio anterior, indique
sus longitudes como se muestra en los incisos a) y e).

a) AB =3 c) EF = e)

b) CD= d) GH = )

IJ=0
KL =
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Hasta aqui, después de fijar una unidad de longitud, hemos aso-
ciado a cada segmento un ndmero entero que hemos llamado su lon-
gitud. Pero es claro que esta medida no es, en muchos casos, bastante
precisa. Por ejemplo, los segmentos 7AB y CD que a continuacion se
ilustran tienen la misma longitud (aproximada hasta unidades ) res-

pecto a?Qq:
A x B
AB = 2
P Q ! c’
c "D
CD =2

Para lograr una mejor aproximacién al medir segmentos, pode-

mos continuar el proceso en la forma siguiente:
En el segmento PQ marcamos puntos que determinen 10 seg-

mentos congruentes.

A’B con respecto a PR y obtene-
pecto a PQ, la lon-
34,, 0 bien, 2.3

e la longitud de

Después medimos el segmento
mos el nimero 3. Decimos entonces que, Con I€S
gitud de AB (aproximada hasta décimos) es 2 +

Procediendo de igual manera con CD vemos qu
CD (aproximada hasta décimos) es 2 + 0 = 2.7.

Asi pues, con este proceso. hemos asociado a los segmentos AB

CD los ntmeros racionales 2.3 y 2.7. Escribiremos AB = 2.3 ¥
CD = 2.7. Por lo tanto, las longitudes aproximadas hasta décimos
de los segmentos AB y CD son distintas.

Ejercicio 20. Encuentre la longitud (aproximada hasta décimos)
de los siguientes segmentos, con Tespecto a la unidad indicada.

unidades segmentos a medir longitud
a) £ =
._u_..l...l-l.—l—La\wL. —
AB =
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bl e, i BAB =
5 i & B AB =
d). e A IjAB =
e) e—bialiitt O uoh b g o : }i AB =

’ Con un Pmcedimiemo similar al utilizado para encontrar la lon-
g?_tud aproximada hasta décimos, podemos hallar la longitud apro-
ximada hasta medios, hasta tercios, cuartos, etc.

Ejemplo. Sea PQ la unidad de longitud y R un punto en PQ de
tal manera que los 7 segmentos senalados en la figura sean congruen-
tes con PR:

= .

PR Q

Con respecto a la unidad PQ, 1 i i
: , la longitud del siguient
B, aproximada hasta séptimos, es 3 + %, RN AR

|

-

B

1
4 e e ST ST TP

I-- - - - i i 5 . .
s 11 la
P | [ [ - | . I i 1
[l I ]

P Q A

L

Ejercicio 21

a) Encuentre la longitud, a ; ; —
respecto a PQ. gitud, aproximada hasta quintos, de AB con

e B RS TR .
P Q 4 e AB =

b) Encuentre la longi . . S
Tespecto a PQ: ongitud, aproximada hasta medios, de AB con

—l -
AB =

P q
4 B
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¢) Encuentre la longitud, aproximada hasta cuartos, de”AB con
respecto a PQ:
=t=—l=n e > B

Al medir segmentos hemos notado que su longitud depende de la
unidad que se considere.

Ahora bien, si tomamos distintas unidades de longitud para me-
dir un segmento dado, jhabra alguna relacién entre las longitudes
que se obtengan?

Analicemos un ejemplo. Consideremos dos umdadﬁiie longitud
PQ y P’Q tales que la longitud de PQ con respecto a P’Q’ sea 2:

P Q
—_—t

PQ = 2 (respecto a P'Q’)
Pf Q}'
Supongamos que un segmento AB tiene longitud 5 con respecto a
PQ:
¢Cual es la longitud de AB con respecto a la unidad Q7

A B

oy i | | | I I | L ) nm—_—

Observando la figura anterior vemos facilmente gque
AB = 10 (respecto a P'Q')
Es decir, si PQ = 2 (respecto a P'Q’')
AB = 5 (respecto a PQ),
entonces
AB = 5 X 2= 10 (respecto a P'Q").

El siguiente ejemplo ilustra esta misma propiedad:
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PQ = 10 (respecto a P'Q")
AB =2 (respecto a PQ)
AB =2 X 10 = 20 (respecto a P'Qy).

Ejercicio 22, En los siguientes incisos proceda como en el ejem-
plo anterior;

a) PQ=  (respecto a PQ)
P Q
Pr Qr" .
AB = (respecto a PQ)
£ B AB = (respecto a PQ)
Bl PQ = (respecto a PPQ")
P Q
P ) AB = (respecto a PQ@)
AB = (respecto a P'Q")
A B
c PQ = (respecto a PPQ°
P ) Q pe )
P o AB = ~ (respecto a PQ)
AB = (respecto a P'Q")
A _B

La regla graduada

Cuando se conviene en utilizar cierta unidad fija de longitud pa-
ra medir segmentos es cémodo el uso de la regla graduada. Esta con-
siste en una regla en la que se han marcado puntos que determinan
segmentos congruentes con la unidad de longitud determinada.

T -1 I
unidad de 01 2 3 46 6 7 8

longitud

© -

10
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Para medir un segmento se coloca el punto marcado con 0 en
un extremo del segmento a medir, y su longitud, aproximada hasta
unidades, queda indicada por el Gltimo nGmero que corresponda a
un punto del segmento:

T]II%AI 7 T 7
012345678 9 10

AB = 4
La distancia entre dos puntos A y B se define como la longitud
del segmento AB.

Ejercicio 23.  Encuentre la distancia entre cada pareja de puntos
con respecto a la unidad indicada. (Para denotar la distancia entre
A y B se escribe AB.)

Ag B
a) : — unidad AB =
b) f——— unidad AB =
A B
c) F—— unidad AB =
=A

Be
3. SISTEMA METRICO DECIMAL

Por necesidades de orden practico se han adoptado internacional-
mente ciertas unidades de longitud, con respecto a las cuales se de-
terminan las longitudes y las distancias. En casi todos los paises se
utiliza el sistema métrico decimal, cuyas unidades de longitud son:

Nombre Simbolo | Equivalencia con
respecto al metro

miridmetro mam 10 000
kilometro km 1 000
hectémetro hm 100
decametro dam 10
metro m 1
decimetro dm 0.1
centimetro cm 0.01
milimetro mm 0.001
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Cuando se utilizan estas unidades, en vez de decir, por ejemplo,
que “la longitud de AB es 3, con respecto a la unidad de longitud
cm”, se dice simplemente que “la longitud de AB es 3 ¢m” y se es
cribe AB = 3 cm.

Nota: Para medidas de mucha precision se utiliza como unidad
de longitud la micra, que se denota con ; y su equivalencia con res-
pecto al milimetro es:

1 mm = 1000 p.

Para medidas muy grandes, como por cjemplo, para descubrir las
distancias entre cuerpos celestes se utiliza el atio luz. Un afio luz es
la distancia que recorre la luz (a 300 000 km por segunde) en un
afio y su equivalencia es, aproximadamente.

1 afio luz = 9 460 800 000 000 km
(unas 63 072 veces la distancia de la Tierra al Sol).

En algunos paises, ademés del sistema métrico decimal, se utili-
zan otros sistemas de medidas como, por ejemplo, el sistema inglés.
Las unidades principales de longitud del sistema inglés son la pulga-
da, el pie, la yarda y la milla terrestre. La tabla de equivalencias
entre estas unidades es:

12 pulgadas = 1 pie

1760 yardas = 1 milla terrestre
3 pies = 1 yarda
2 yardas —= 1 braza

¥y la siguiente tabla nos da su equivalencia con respecto al metro:

1 pulgada = 0.0254 m
1 pie = 0.3048 m
1 yarda = 089144 m
1 braza = 1.829 m
1 milla terrestre = 1609 m
1 milla nautica — 1853 m
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4. PROPIEDADES BASICAS DE LA LONGITUD

Entre las propiedades mas importantes de la longitud de segmen-
tos, podemos mencionar las siguientes:

a) La longitud de un segmento es un numero.

b) Segmentos congruentes tienen la misma longitud.

¢) Si un segmento AB estd contenido enm otro CD, entonces

AB < CD.
ce D AB < CD
A B
d) Si C es un punto interior de un segmento AB, entonces AC +
CB = AB.
A C B

5. PERIMETROS

El perimetro de un poligono es, por definicion, la surma de las
longitudes de sus lados. Por lo tanto, el perimetro de un poligono re-
gular de n lados es el producto de n por la longitud de un lado.

Ejercicio 24. Usando la regla graduada, encuentre en milimetros
el perimetro de cada uno de los poligonos siguientes:

e | 7l 7
//,...» [ \ / / /
- 2 .*} //
/ X% A \
/ \.\ : il /‘ \_\ \_:\
/ o ey |I 1 . =

/ N, -

..\- o=

Para medir perimetros podemos también proceder en otra forma:
Ejemple. Para encontrar el perimetro del poligono ABCD pode-

mos trazar una recta y un punto A’ en ella
D C

! _—\'
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Después marcamos con un compis segmentos, uno a continuacién
del otro de tal modo que

AB =~AB BC=~BC CTD'~CD DA”=DA

El perimetro del poligono ABCD es igual a la longitud del segmente
A’A”, 1a cual encontramos midiéndolo,

(Este procedimiento nos da, en general, resultados mas correctos
pues haciéndolo en la primera forma hay un error de medicién en
cada lado del poligono, mientras que de la segunda manera se efectiia
una sola medicion. )

Ejerciciv 25, Utdlizando el procedimiento del ejemplo anterior
encuentre nuevamente los perimetros de los cuatro poligonos del
ultimo ejercicio,

Ejercicic 26.  Encuentre el perimetro de cada uno de los siguien-
tes poligonos regulares;

a) Un cuadrado que mide 13 metros de lado.

b) Un tridangulo equilitero que mide 28 centimetros de lado.
¢) Un pentagono regular que mide 16.8 metros de lado.

d) Un dodecagono regular que mide 8 centimetros de lado.

Problemas

1. Un patio rectangular que mide 39 metros de largo y 16 metros
de ancho se va a cercar con tela de alambre, ;Cuéntos metros de
este material se ocuparian?

2. Una habitacién rectangular que mide 4 metros de ancho y 5
metros de largo va a decorarse con una tira de plastico alrede-
dor. ;Cudntos metros de esta tira se ocuparan?

3. Una puerta para bafio debe protegerse con moldura de aluminio
en su contorno. Si las dimensiones de esa puerta son .85 metros
y 1.95 metros, jcudntos metros de moldura de aluminio se ne-
cesitan?

4. Para una fiesta se colocaron 8 mesas que miden 1.70 metros de
largo y .80 metros de ancho. Si el contorno de cada mesa se ador-
noé con una tira de papel crepé jcuintos metros de papel crepé
se utilizaron?

5. Un granjero usé 400 metros de tela alambrada para cercar un

terreno de forma rectangular. Si el ancho de ese terreno es de 70
metros, jcudnto mide de largo?




256 MATEMATICAS PRIMER CURSO
6. LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA

Usted ya habra hecho este experimento alguna vez, pero no esta
por demas repetirlo. Tome varios objetos cilindricos (tubos, vasos,
latas, etc.). Mida el didmetro d de cada objeto y andtelo. Después
enrollando un alambrito o un hilo (no elédstico), mida la longitud de
la circunferencia en cada caso y anétela también.

| Q
s 2}

Dacopl
5238

Nez_o

Objeto 1 2 3 4
[ = | = 1= fi=s
d= d= d = d=
L= - £ L
d d d d
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i .
Calcule los cocientes 7 en cada caso y andtelos. Observe usted

que en todos los casos obtuvo, aproximadamente, el mismo numero.
En general, en cualquier circunferencia, la razén de su longitud a
su didmetro es un mismo ndmero. A este numero se le acostumbra
llamar = y es, aproximadamente, 3.1 o, mas exactamente 3.14 o,
aun mas exactamente 3-1416.

Utilizando ciertos razonamientos matemdaticos se puede calcular
el nimero ~ con mucha aproximacion. Por ejemplo, una mejor apro-
ximacion de = es

3.1415826535

Asi pues, si [ es 1a longitud de una circunferencia de didmetro d.
tenemos que

ézmosea,{:wd

Si r es el radio de la circunferencia, como d = 2r, se tiene que
[ = 27

que es la férmula que usted conoce bien.

Ejercicio 27.

a) ¢Cuil es la longitud de una circunferencia de .60 m de radio?
b) ¢Cudl es el radio de una circunferencia de longitud 1.7 m?

Problemas

a) Suponiendo que la Tierra es esférica y que el ecuador mide
40 000 km jcudnto mide el radio de la Tierra?

b) Supongamos que un satélite artificial se desplaza a 210 km
de la superficie de la Tierra en una érhita circular alrededor del ecua-
dor. Tomando como radio de la Tierra el resultado obtenido en a)
;cudl es la longitud de cada orbita?

¢) ¢Cuél es la velocidad del satélite artificial de b) si tarda 2
horas en recorrer cada érbita? (Recuerde que la velocidad es el co-
ciente de la distancia entre el tiempo.)

d) Un satélite artificial gira en una érbita circular de 45 600
km, alrededor del ecuador. ;A qué distancia de la superficie terrestre
se encuentra el satélite?

e) Si se colocara un alambre alrededor del ecuador de la Tierra
éste mediria 40 000 km. Si colocaramos otro alambre a 10 cm del
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suelo también alrededor del ecuador, ;qué tan mas largo seria que
el primero?

III. ANGULOS
1. RAYOS
Si observamos alguna figura que nos dé la idea de recta, podemos

notar que un punto de ella divide a la recta en dos partes. Por ejem-
plo, en la siguiente ilustracién el punto A divide la recta en dos partes:

J [

Cada una de estas partes, junto con el punto A, recibe el nom-
bre de semirrecta o rayo. El punto A se llama el vértice del rayo.
Una forma sencilla de denotar un rayo, es escribir ;ITB’ en donde
A es el vértice del rayo y B es otro punto que pertenezca al rayo:
A B

> o
- =

Por ejemplo, si C es un punto sobre el rayo indicado con rojo,
—_—
el rayo se denota con AC.

C A

-

8i sobre un rayo marcamos varios puntos ademas del vértice, co-
mo en la siguiente figura,

Q
P
A
iy

al rayo lo podemos denotar AP o bien AQ.

Observemos cuidadosamente que si P y Q son dos puntos, el ra-
—— —_—

vo PQ es distinto del rayo QP:
P Q

-+ >
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Observe que cuando escribiios PQ, el vértice del rayo es el punto P

— . ; Q
y cuando escribimos QP el vertice es el punto Q.
Ejercicio 28. En la siguiente ilustracion

a) ¢Coémo denotar el rayo con vértice en A y que contenga al

punto B? gY el de vértice B que contenga a A? Dibuje el rayo BC

y el rayo DA‘

D

b) Denote el rayo de la siguiente figura de tres maneras dis-
tintas:

¢) Dibuje los rayos Zﬁ y E_A) para los siguientes puntos:

A

B

—F — — -—_‘—-) N .
d) Dibuje los rayos ,ZE BC, CD, DE, EA para los siguientes,
puntos:
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2. ANGULOS

Consideremos dos rayos que tengan el vértice comin como en las
ilustraciones siguientes:

-

En estos casos se habla del angulo formado por los dos rayos. Mis
precisamente :

Este vértice comun se llama vértice del angule y los rayos reciben
el nombre de lados del angule.

_— —
Si PQ y PR son dos rayos cuyo vértice comim es P, el angulo

formado por estos dos rayos lo denotaremos por £ QPR o también
£ RPQ; (léase “angulo QPR” o “4ngulo RPQ™).

Siempre que denotemos de esta manera un angulo debemos tomar
en cuenta que la letra que escribimos entre las otras dos es el vér-
tice del angulo. Con esto la notacién es precisa y no da lugar a con-
fusiones.

Si en los rayos de un dngulo estan marcados, ademés del vértice,
varios puntos, el dangulo se puede denotar de varias formas, Por ejem-
plo, el siguiente dngulo
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*

~
~

N
E v
D
5. e ——
A B C
se puede denotar con Z DAR, £ EAB, £ EAC, etc. Por consiguiente, po-
demos escribir

{DAB = / EAB = (EAC =/ CAE = /BAE = . ..

Ejercicio 20.  Ep 13 siguiente figura denote y coloree con tres co-
lores distintos los dngulos de los incisos siguientes:

—F b
a) El angulo formado con el rayo OD y el rayo OB.
b) El éangulo que tiene por vértice el punto O v que contiene los
puntos A, E.

—
c) El angulo formado por el rayo OF y que contiene al punto C.
Ejercicio 30.

a) Trace el angulo Z ABC.
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b) Trace el dngulo £ BAC.
o A

c) Trace el &ngulo £ BCA.

Ejercicio 31,

a) En la siguiente figura estd indicado el 4nguio / DAB. Mar-
que en forma semejante los dngulos £ DCB, / AEB y £ DEC.

b) En la misma figura, dos de las siguientes notaciocnes nom-
bran un mismo dngulo. jCudles son?

L AED, £ ACD, L ECD.

Ejercicio 32. Dibuje en la siguiente ilustracién los angulos:
L PQR, L XYZ y /BAC.
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Ejercicio 33. Nombre todos los dngulos que pueda en la siguiente
g figura. (Se pueden nombrar 6.)

Un angulo determina dos regiones en €l plano en que se encuentra;

regién exterior region interior

La tegién interior de un angulo consta de los puntos de aquellos
segmentos que tienen un extremo en un rayo y €l otro extremo en
el otro rayo del 4ngulo. De este conjunto se excluyen los puntos
que estan en los rayos

P (punto interior)

La regién interior de un 4ngulo se llama también interior del
angulo.
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3. CONGRUENCIA DE ANGULOS

Asi como hablamos de segmentos congruentes, podemos hablar
también de dngulos congruentes. Podemos pensar que dos dngulos
son congruentes cuando calcando uno de ellos en un papel podemos
superponer la calca en el otro de manera que coincidan:

A"A/j
Utilizando el compés podemos comprobar si dos angulos son con-
gruentes, de la siguiente manera:

a) Trazamos dos arcos de circunferencia con una misma aber-
tura apoyandonos en cada uno de los vértices.

b) Después medimos con el compas la distancia AB y si ésta es
la misma que A’B’ los angulos ZJAOB y /A’O’B’ son congruentes. En
caso contraric, no lo son.
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Ejercicio 34. Utilizando el compas determine si son o no con-
gruentes los siguientes dngulos:

NN
R
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d)
&
. 3= T e EEE—— ]
e)

Este mismo método puede utilizarse para construir un 4angulo
que sea congruente con un angulo dado. Observe la siguiente serie
de ilustraciones:

Angulo dado Construccién

i
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Ejercicio 35. Utilizando el método descrito construya en su cua-
derno, dngulos congruentes a los siguientes.

a) b)

Para denotar angulos congruentes se usa €l simbolo =. Asi, la
expresion
/AOB =~ (A’O’B’
signitica que los dngulos mencionados son CONgruentes. Para negar
la congruencia se usa el simbolo =,

Ejercicio 36. Utilizando el compds, determine si son congruentes
los siguientes angulos:

= L A'PE

b) LYXZ " LYTV - ’ -

¢) ZRTSE ' L YXZ

A
Li
-4
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4, MEDICION DE ANGULOS
Para medir dngulos se sigue un proceso analogo al de medir seg-
mentos.
Supongamos que queremos medir un angulo /ABC. En primer
lugar, debemos fijar un angulo como unidad de medida. Si tomamos

—_— — =
el ZPQR como unidad, trazamos los rayos BA,, BA,, BA,, etc.. (vea la
figura) de manera que los angulos
(ABA,, /A,B A,, /A.B A,, etc.

sean congruentes con ZPQR.

En este caso, decimos que la medida del ZABC con respecto a
la unidad /PQR es 5.

Nota Para encontrar la medida de un angulo dado, contamos
unicamente el nimero de dngulos congruentes con la unidad de me-
dida utilizada, cuyos interiores astdn contenidos en el interior del dn-
gulo original.

Ejercicio 37, Encuentre la medida de los siguientes angulos con
respecto a la unidad indicada. (Use el compés para construir angu-
los congruentes con la unidad.)

a) unidad
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b) . unidad

c) unidad
d) unidad
e) unidad

~

De la misma manera que para medir segmentos se han adoptado
Internacionalmente las unidades del sistema métrico decimal, para

Grados, minutos y segundos
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medir angulos se ha convenido en utilizar grados, minutos y se-
gundos.
W ey W

T Mo mnif";&' :
MJ“_“ %

Como usted recuerda, el grado es un angulo, con respecto al cual.,
{a medida de un 4ngulo llano es 180°.

Asi como para medir segmentos nos auxiliamos de una regla
graduada, para medir dngulos, en grados, utilizamos el transporta-
dor cuvo uso usted ya conoce.

Ejercicio 38. Con el transportador encuentre la medida en gra-
dos de los angulos siguientes:

\__»

Para medir con mds precisién los dngulos se utilizan las unidades
llamadas minuto y segundo. Un minuto es un angulo, con respecto
al cual, 1a medida de un grado es 60 y un segundo es un angulo con
respecto al cual, la medida de un minuto es 60.

Si un 4ngulo mide, por ejemplo, 30 grados 45 minutos y 15 se-
gundos, escribimos 30° 45 157,

IV. CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

El conocimiento de algunas propiedades de los tridngulos y cua-
drildteros permite justificar procedimientos que se utilizan en el di-
bujo. _ ) ‘

Examinemos primero los utensilios de dibujo mas sencillos.

A‘_ﬂ
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La regla, Sirve esencialmente para trazar rectas que pasen por
dos puntos. Ademds, las reglas graduadas permiten medir longitu-
des de segmentos.

El compas. Segun hemos visto en secciones anteriores sirve, ba-
sicamente, para trazar arcos de circunferencia, segmentos congruen-
tes v dngulos congruentes.

Las escuadras. Sirven principalmente para trazar rectas perpen-
diculares, Hay escuadras que sirven para trazar dngulos de 30° y 60°

y Otras para trazar angulos de 45°,
30° 45°

M 4

El transportador. Sirve para medir angulos y con la ayuda de
una regla, para trazar angulos congruentes.

Ejercicio 39.

a) Con una regla graduada y una escuadra trace un cuadrado.

b) Con una regla y una escuadra trace una perpendicular a una
recta dada.

c¢) Con una regla y un transportador frace una perpendicular
a una recta dada.

d) Trace un rombo utilizando una regla graduada y un trans-
portador.

Después de haber hecho el ejercicio anterior habra usted obser-
vado gue los dibujos vbtenidos no son muy precisos. Los errores de
medicion, tanto de la regla graduada como del transportador son
bastante significativos.

Veremos a continuacién varias construcciones basicas en las que
se utiliza una regla v un compas y podremos ver que los dibujos re-
sultan mads precisos.

Pero antes observemos algo acerca de las diagonales de un rombo.
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Ejercicio 40. 13 siguiente figura ilustra un rombo, es decir, un
cuadrilatero cuyos cuatro lados son congruentes (compruébelo con

un ¢ompés),

D

B

a) Compruebe que las diagonales son perpendiculares entre si:

C es perpendicular a BD.

b) Compruebe que las diagonales se intefsecan en sus puntos
medios:

DM = MB y AM = MC.

¢) Compruebe que las diagonales son bisectrices de los angulos
de los vértices del rombo:

—
AC es la bisectriz del dngulo ZA
s
CA es la bisectriz del angulo /C
me
BD es la bisectriz del angulo /B
—
DB es la bisectriz del dangulo £D.

Las propiedades a), b) y ¢) que se observaron en el ejercicio an-
terior son validas en cualquier rombo. (Esto se demostrara en cursos
posteriores,) Aqui aplicaremos esta propiedad para justificar varias
construcciones geométricas en las que se utilizan Unicamente la regla
y el compas.
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1. ENCONTRAR EL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Consideremos el segmento AB.

.//B

A

Con ung abertura conveniente
del compas. v apoyandolo en A,
trazamos dos arcos.

Con la misma abertura del
compas, y apoyandolo en B, tra-
zamos otros dos arcos que inter-
sequen a los anteriores.

Unimos los puntos C y D obte-
nidos. La interseccién de AB y
CD nos da el punto M.

Afirmamos que

El punto M, obtenido con ese procedimiento, es el punto medio

del segmento AB.

Demostracién,

Puesto que los cuatro arcos los hemos marcado

€on una misma abertura del compas, resulta que

AD = DB = BC = CA.
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Por lo tanto, al unir los puntos A, B. C y D, se forma un rombo.

D

4w

Puesto que las diagonales de un rombo se cortan en su punto
medio M es el punto medio de AB. (Que es lo que queriamos de-
mostrar.)

2. TRAZAR UNA PERPENDICULAR QUE
PASE POR EL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

>

Repetimos exactamente la construccién anterior y la recta CD

resulta perpendicular al segmento AB. (Esto es asi porque las dia-
gonales de un rombo son perpendiculares entre si.)

3. POR UN PUNTO P, QUE NO ESTE EN
UNA RECTA [, TRAZAR UNA PERPENDICULAR a !

Apoyando el compéas en P, y
con una misma abertura, traza-
mos dos arcos que inlersequen a
[. Obtenemos dos puntos A y B.

Consideremos el punto P y la
recta L.

Pe Te

ot et
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Apoyando el compis primero|Trazamos la recta I%
en A y después ¢n B, y con la mis-
ma abertura que antes, trazamos
dos arcos que se intersequen. Ob-
tenemos el punto Q.

Pe

Afirmamos que

>
La recta PQ trazada es perpendicular a L

Demostracion. El cuadrilitero AQBP obtenido al trazar los seg-

mentos AQ, QB, BP y PA es un rombo. (Pues en los pasos 2 y 3 he-
mos usador la misma abertura del compas. )

Q

_Iiw’sto que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre
si, PQ es perpendicular a l. (Que es lo que gueriamos demostrar.)
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4. TRAZAR LA BISECTRIZ DE UN ANGULO DADO

[l trazado de bisectrices mediante el uso del transportador no es
muy preciso, Conviene que aprendamos a trazar bisectrices utilizando
un compds v una regla. En este método se aplica una propiedad de
las diagonales de los rombos.

Observe la siguiente serie de ilustraciones.
1 2

(6] 0 I
A

Apoyando el compds en el vér-
tice O, trazamos dos arcos con
una misma abertura. Obtenemos
los puntos A y B.

Angulo dado.

0] ‘| 0

Con la misma abertura del
compas que en 2, marcamos dos
arcos que se intersequen, apo-
vando €l compés primero en A y
después en B. Obtenemos un pun-
to P.

_)
Trazamos la semirrecta OP.
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Aseguramos que:

La semirrecta OP asi obtenida es la bisectrir del 4
e a es la bisectriz del dngulo /AOB

En efecto, si trazamos los segmentos AP y BP, obtenemos un
rombo OAPE, pues los cuatro lados Jos hemos marcado con la misma

abertura del compés y las diagonal ! i i
06 180 ds 2 Sy vérticesfq’ es de un rombo son bisectrices
Este método, aplicado a un angulo llano (180°) permite trazar
con reglla y compas angulos rectos (90°) (y, por lo tanto, rectas
perpendiculares). Observe la siguiente serie de ilustraciones:

1 2
e -
- k = "N
7 by
y S\
y N\
F A}
h \
I \;
| i
:_ L] A i
LJ ¥ L]
Angulo de 180°
3 4
X ). 4
i e e i el
i x\ - e
P d ~ % ¥
? A r N
s \ d', k
7 \ / :
/ ' 7 h
! \ ! )
i | 1 'll
A
: ; : : :
Obtenemos dos dngulos rectog
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Podemos también dibujar con regla y compis 4ngulos de 45° Para abreviar, en lugar de hablar del drea de Iy redicm inmterio
trazando la bisectriz de un dngulo recto. Hagalo, { de un rectdngulo, diremos simplemente el drea de uf;z ];weizt{:;:l;::;ngz

guiremos también esta convencié Syl A g
: " poligonos en general, FHCION Para tridngulos, cuadriliteros y
V. AREA DE REGIONES PLANAS, VOLUMEN |

Ejercicio 42. Encuentre el area de los

, ] . siguientes rectanet
respecto a la unidad de 4rea indicada. gulos con

1. AREA

Trataremos ahora de la medida de ciertas regiones en el plano. a)
A la medida de una regién de un plano se le llamari su drea.

Veremos primero como se define el drea de la region interior de
un rectangulo. Para ello consideremos una unidad de longitud PQ i)
y un cuadrado, que denotaremos con u, cuyos lados sean congruentes
con PQ.

P—Q

El drea de la region interior de un rectdngulo ABCD, con respecto
a la unidad u, es el producto AB < CD, en donde AB y CD son
las longitudes de AB y CD con respecto a PQ. I

El cuadrado it es, en este caso. la unidad de drea. | b)

En el siguiente ejemplo podemos ver la relacion que existe entre —
la definicién anterior de area y la idea intuitiva que de ella tenemos.

En el rectangulo ABCD representado a continuacion.
: - _ : Q l U

la longitud de AB es 6 (con respecto a PQ); la longitud de BC es
3 (con respecto a PQ); su 4rea es, segliin la definicion, 6 X 3 = -
18 (con respecto a u) y esto, por otro lado, es el nimero de cuadra- D

dos, congruentes con u, marcados en la figura.
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En el sistema métrico decimal, las unidades de 4rea son:

Nombre Simbola Equivalencia en
metros cuadrados

miriametro cuadrado Mms? 100 000 000
kilémetro cuadrado Km?* 1000 000
hectémetro cuadrado Hm:* 10 000
decametro cuadrado Dm?* 100
metro cuadrado m* 1
décimetro cuadrado dm?* 01
centimetro cuadrado cm? 0001
milimetro cuadrado mm? 000001

En la agricultura se emplean algunas de estas unidades con nom-
bres distintos. Estas son:
1 centiarea = 1 m*
1 area = 1 Dm®* = 100 m?*
1 hectarea = 1 Hm®* = 10 000 m?

2. PROPIEDADES BASICAS DEL AREA

Hasta ahora hemos definido Gnicamente el drea de la regién in-
terior de un rectangulo. Més adelante calcularemos el area de regio-
nes interiores de algunos otros poligonos. Para eso es necesario co-
nocer las siguientes propiedades basicas del drea:

a) El drea de una regién plana es un nimero.

h) Dos regiones congruentes tienen la misma drea.

¢) El drea de una region es mayor o igual que el drea de cual-

quier regidn que conienga.

d) El drea de la unién de dos regiones ajenas es la suma de las

dareas de estas regiones,

3. AREA DE ALGUNAS REGIONES

Area de un paralelogramo

Para encontrar ¢l drea de un paralelogramo podemos proceder
como sigue;
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E B

-

-
|
|
|
|
|
| !
A D

L =]
Marcamos puntos E y F en BC, de tal modo que AEFD sea un

rectangulo. En ' i strara
e gul Cursos posteriores se demostrari que A AEB ~ A

1) Area ABCD = 4rea ABFD + 4res DFC [po i
“ ' . I =
~ sica d) del &real, A1 roptedad bé
2) Areca AEB = 4rea DFEC [por la propiedad basica b) del drea).
Por lo tanto,

3) Area ABCD = 4rea ABFD - drea /\ AEB.
4? ) Area A{ECD = area AEFD [por 3 y la propiedad bésica d].
a que el area de AEFD es AD % DF se tiene, finalmente, que:

Area ABCD = AD X DF
; !;Isua.lmentef al representar un paralelogramo como lIo hacemos en
iﬁgura an.tenor, al segmento AD se le llama buase v al segmento
DF alu'lra. Si denotamos ahora con b la longitud de la base y con h
la longitud de 1a altura, la férmula anterior se escribird
A = bh,

donde A significa 4rea del paralelogramo.

Area del triangulo

Para encontrar el drea de un triangulo procedemos como sigue:
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—
Trazamos por B una recta paralela a AC y por C una recta para-
—

lela a AB. Sea D el punto de interseccion de estas rectas.
Ya que ABCD es un paralelogramo, AC = BD y AB = CD (por
una propiedad del paralelogramo mencionada anteriormente ),

Por lo tanto,

AABC = ABCD.
Ahora bien:
1) Area ABDC = 4rea AABC + area ABCD |propiedad basica d)
del areal.

2) Area AABC = area ABCD [propiedad basica b) del éareal.
Por lo tanto,
3) Area ABDC = 2 X area /NABC,

Por consiguiente,
1
Area NABC = = X area ABDC. |
y como arca ABDC = AC < BE, obtenemos finalmente;
. 1
Area NABC = 5 (AC x BE).

Si. como antes, denotamos con b y  las longitudes de la base y
la altura respectivamente, la féormula se escribira:

A= 1!::h,
9

donde A significa el area del triangulo.

Las siguientes figuras muestran como, en forma analoga, se pue-
de establecer la férmula para cada una de las regiones ilustradas
utilizando las propiedades basicas del 4rea.
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Area del rombo

Area del trapecio

B C

C') ———— i ————

Area del pentagono regular
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El segmento OP, perpendicular a AB, recibe el nombre de apo-
tema.

Area de un poligono regular

En forma semejante a la que se siguié para encontrar la formula
del pentigono anterior, podemos llegar a que:
El 4rea de un poligono regular de n lados es igual aél- anl, en

donde [ es la longitud de un lado y a es la longitud del apotema.
(Obsérvese también que nl es el perimetro.)

Para terminar, anotaremos una férmula ya conocida por usted
cuya justificacién se dard en cursos posteriores. Esta férmula es:

A =gz

donde A significa el drea de un circulo, r es la medida de su radio
v = es aproximadamente igual a 3.1416.

Ejercicio 43. Aplicando las férmulas y las propiedades basicas
del area, calcule el area de las siguientes regiones:

I
! AC =3.5cm

a) i

Area AABC =
R— G AB = 18.5m
b) !
; CE= 78m
A E B
Area ABCD = Msz e
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)

A P B

AB = 1745 mm

OP = 12 mm

Area del pentagono regular ABCDE —

Area del rombo

AC=BD =17m

AB =3 cm

AC = 561m
BD = 2.73m

ABCD =

285
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g)

OP=T7Tm

Area del circulo =

Ejercicio 44. Encuentre el drea de las siguientes regiones:

E
» AB=BC =4m
DF =5m
B
é F
Area del poligono ABCDE =
B o AR = ED =Tm
g E ¥ EF = FA = BC = CD
A B BD = 6m "
Area del poligono ABCDEF = i
D rid
E F |
© AB=CD=18m AH =FG =ED
A G BC = 15m
Area del poligono ABCDEFGH =
Prohlemas

1. El perimetro de un terreno con forma de Lr.?.pecic? es dg 31252-
m; los lados no paralelos miden 67 y 54 m, La distancia entre los:
lados paralelos es de 40 m. ;Cudl es el éreal del tcrrenq-? L

9. En un terreno rectangular de 25 hectareas uno de los lados
mide 400 m. ;Cuantos mide el otro lado?
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3. Dibuje dos rectangulos ABCD y A’B’C’'D’ con los siguientes
datos: AB = BC = 2 cm, A’B’ = 1 e¢m, B'C’ = 4 cm. Encuentre sus
areas y compdrelas.

4. ;Cuintos mosaicos de 25 cm por 25 cm se necesitan para
cubrir un pise de 6.25 m por 4.50 m?

5. ¢Cudl es el area de un terreno rectangular, si uno de sus
lados mide 180 m y su perimetro 600 m?

6. (Cudntos litros de pintura se necesitan para pintar una pa-
red de 6.25 m de largo por 4.00 m de altura, si en la pared hay
dos ventanas de 2.00 m por 1.25 m y si tomamos en cuenta gue con
un litro de pintura se cubren 10 m??

7. En un salén de 5,10 m por 6.30 m hay un tapete circular
cuyo radio es de 2 m. JCudl es el 4rea de la regién no cubierta por
el tapete?

4. MEDIDA DE VOLUMENES

Si las aristas de un prisma rectangular, como el que se muestra,
miden 2, 3 y 4 cm, respectivamente, entonces su volumen es 2 X 3
X 4 = 24 cm?, Esto corresponde a la idea de comparar un cubo de
1 em® (es decir, de 1 ecm X 1 em X 1 cm) con el prisma dado, Ob-
serve la ilustracion.

T EEEE = i

\l
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En general, el volumen de un prisma rectangular cuyas aristas
respectivas midan ¢ cm, b cm y ¢ cm es abc cm®.

Ya que ab cm? es el drea de la base, podemos decir que el volu-
men de estos prismas es

V=A-¢

en donde A = gb es el drea de la base y c es la altura.
Esta formula es cierta para cualquier tipo de prismas (aqui no
hacemos la demostracion):

V' = Ac (A = édrea de la base, ¢ = altura).
Esta misma férmula vale para cilindros (circulares o no):

V = Ac (A = 4rea de la base. ¢ = altura).
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Si la base de un cilindro es un circulo de radio r y recordamos
que el 4rea de un circulo es A = =7, entonces el volumen de un
cilindro circular (recto 0 no) es

V = =rc,

En cursos posteriores se demuestra que para pirdmides y conos
el volumen se encuentra asi:

V = 1% Ac (A = 4rea de la base, ¢ = altura).




290 MATEMATICAS PRIMER CURSO

De esto podemos darnos cuenta con un experimento. Si llena-
MOS CON arena o agua un vaso cénico y vertemos su contenido en una
lata o un vaso cilindrico que tenga la misma base y la misma altura
que el vaso cénico vemos que se alcanza 14 de la altura, Es decir,
con 3 vasos conicos llenamos el vaso cilindrico.

También en cursos posteriores se demuestra que el volumen de
una esfera de radio r es

y=3m

Como en el caso de 1a medida de segmentos y en el de la medida
de 4ngulos, la unidad de medida se puede tomar arbitrariamente. Sin
embargo, las mas usuales son las del sistema métrico decimal en el
que la unidad es el m®,

SEPTIMA UNIDAD — GEOMETRIA ¥ METRICA 291

Nombre Simbolo | Equivalente en metros ciibicos
kilémetro ctibico km# 1000 = 1 000 000 000
hectémetro cubico hms 100°* = 1 000 000
decametro cubico dam? 10° = 1 000
metro cibico m® 1
decimetro cibico dm? A3 =001
centimetro cibico cm? .01® = .000001
milimetro ciibico mm® .001* = .000000001

Nota: Se dice que un recipiente tiene 1 litro de capacidad si
confiene un dm® Asi, por ejemplo, se habla de que un tinaco tiene
capacidad para 1 000 litros cuando ese tinaco contiene 1 mé,
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OCTAVA UNIDAD

REGISTROS ESTADISTICOS Y
PROBABILIDAD

Posiblemente la estadistica tuvo su origen en las civilizaciones
mas antiguas cuando el hombre empezd a registrar y analizar datos
numéricos. La teoria de la probabilidad se inicié con un problema
sobre el juego de dados. Actualmente estadistica y probabilidad se
auxilian mutuamente, y juegan un papel muy importante en campos
como la Economia, la Biologia, la Fisica, la Comunicacién, la Socio-
logia. etc.

I REGISTROS ESTADISTICOS
1. CLASIFICACION DE DATOS

Cuando alguna persona dispone de un conjunto de datos, gene-
ralmente puede apreciarlos mejor si los clasifica y, mejor atn, si los
representa graficamente,

Por ejemplo, supongamos que disponemos de los pesos en kilo-
gramos de 50 alumnos de un grupo de secundaria.

53, 57, 57, 61, 51, 64, 41, 44, 53, 54, 51, 46, 55, 55, 35, 47, 48, 53,
56, 62, 50, 59, 69, 48, 45, 53, 61, 55, 52, 48, 42, 56, 62, 65, 51, 47,
51, 54, 60, 56, 60, 46, 60, 70, 67, 49, 37, 47, 42, 50.

Para facilitar la clasificacién ordenamos estos datos de menor a
mayor. Esto es,

35, 37, 41, 42, 42, 44, 45, 46, 46, 47, 47, 47, 48, 48, 48, 49, 50, 50,
51, 51, 51, 51, 52, 53, 53, 53, 53, 54, 54, 55, 55, 55, 56, 56, 56, 57,
57, 568, 60, 60, 60, 61, 61, 62, 62, 64, 65, 67, 69, 70.

Clasifiquemos ahora estos datos observando cuédntos pesos hay

entre 35 y 40; cudntos pesos hay entre 41 y 45; cuéntos entre 46 y
80; ete,
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Esta clasificacion se aprecia mejor en una tabla como la siguiente.

Intervalo Frecuencia
35-40 2

41-45 5

46-50
51-55
5660
61-65
66-70

Tablas como ésta reciben el nombre de tablas de frecuencias.

Observe usted que hay dos pesos entre 35 ¥ 40 kilogramos in-
clusive, por eso, a continuacién del intervalo 35-40 escribimos 2. Ha\f
5 pesos entre 41 y 45 kilogramos inclusive. Por eso, a continuacion
del intervalo 41-45 escribimos 5.

Ejercicio 1. Complete la tabla anterior.

2. DIAGRAMAS DE FRECUENCIAS

Con la tabla de frecuencias podemos construir una grafica dispo-
niendo los intervalos en un eje horizontal y las frecuencias en un
eje vertical, tal como hacemos a continuacion :

Frecuencia
[
o
T

46-50 “51—55 56-60 6165 66-70

3540

Intervalos

L — e
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Graficas como ésta reciben el nombre de diagramas de frecuencias.

Observe usted que en el diagrama se aprecia facilmente que hay
pocos alumnos con un peso menor de 46 kilogramos. También ob-
servamos que hay pocos alumnos con un peso mayor de 60 kilogra-
mos y que la mayoria de los alumnos tiene un peso entre 46 y 60
kilogramos.

Ejercicio 2. Las estaturas en cm de 50 alumnos son las si-
guientes;

145, 146, 147, 149, 150, 151, 151, 152, 153, 153,
155, 155, 155, 156, 156, 156, 157, 157, 159, 159,
159, 161, 161, 161, 162, 163, 163, 163, 163, 164,
164, 164, 164- 165, 167, 167, 169, 169, 169,

169, 169, 169, 170, 170, 171, 174, 174, 175, 177.

a) Clasifique estos datos usando la siguiente tabla de frecuencias.

Intervalo Frecuencia

145-149

150-154

155-159

160-164

165-169

170-174

175-179

b) Con los datos de la tabla complete el siguiente diagrama de
frecuencias,
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15

10

Frecuencia

4
|

145-149 150-154 155-159 160-164 165-169 170-174 175179
Intervalos

Ejercicio 3. Con los pesos de los alumnos de su grupo, elabfare
una tabla de frecuencias y el correspondiente diagrama de frecuencias.

Ejercicio 4. Con las estaturas de los alumnos dg su grupo, ela-
bore una tabla de frecuencias y el correspondiente diagrama de fre-
cuencias.

3. LA CURVA DE GAUSS

Si en un diagrama de frecuencias trazamos una curva que pase
por los puntos medios de la parte superior de -cada rectangulo, obte-
nemos lo que se llama una curva de frecuencias. _

Por ejemplo, para €l caso del diagrama de frecuencias _de ‘lns pe-
sos de los 50 alummnos resulta la siguiente curva de frecuencias.

1
]

| 1 | 1

T

1
R

Intervalos

31
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Curva normal o
curva de Gauss

Carlos Federico Gauss

Esta curva de frecuencias y las de otros muchos fenémenos son
muy parecidas a la llamada curva normal 0 curva de Gauss. (Llama-
da asi porque fue el célebre matemético aleméan Carlos Federico
Gauss uno de los primeros en estudiarla,)

Es conveniente sefialar que la curva de frecuencias de muchos
fenémenos (en particular, de los fendmenos econdmicos) rara vez
se parecen a la curva normal.

II PROBABILIDAD

1. EXPERIMENTOS DETERMINISTICOS
Y EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Un experimento deterministico es aquél en que podemos predecir
el resultado. Por ejemplo, si acercamos un pedazo de papel a una
flama, el papel arderd. Y siempre que repitamos el experimento el
resultado sera el mismo.

En cambio, un experimento aleatorio o al azar es aquél en que
no podemos predecir el resultado. Por ejemplo, al lanzar un dado de
seis caras no sabemos cudl serd el resultado, pues en la cara supe-
rior puede quedar cualquiera de los ntimeros 1, 2, 3, 4, 5, 0 6.

Otros ejemplos de situaciones al azar son:

a) Contar el nimero de personas que visitan un museo. No se
puede predecir cuantas personas seramn.
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b) De la produccion diaria de una fabrica de licuadoras, contar
las defectuosas. No se puede predecir cuéntas saldrdn de-

fectuosas.
¢) Barajar un mazo de cartas y exiraer und. No se puede ase-
gurar que salga 1a reina de diamantes por ejemplo.

2. EL. ESPACIO MUESTRA

Ceneralmente en un experimento 4l azar podemos senalar el
conjunto de los resultados posibles. A este conjunto lo denominare-

mos espacio muestra.
Por ejemplo, al lanzar un dado el espacio muestra es {1, 2, 3, 4.

5, 6}. Otros ejemplos son:

a) Al lanzar una moneda al aire el espacio muestra €s {apuila,

sol}
b) Al extraer una carta de un mazo de 52 cartas el espacio mues-

tra son las 52 cartas.

Ejercicio 3. En cada uno de los siguientes experimentos indique
cuil es el espacio muestra.

a) Se anota el color de cada vehiculo que pasa por una carretera.

h) Se extrae una carta de una baraja espanola (40 cartas).

¢) Se abre un libro en una pagina cualquiera y se anota la
ma cifra del namero de la pagina.

d) Se rifa un reloj entre 50 personas.

e) Se anota cada afo en qué estado
mio mayor de la loteria.

ulti-
de la republica cae el pre-

3. PROBABILIDAD DE UN EVENTO

Fn relacion a un experimento al azar, un evento €s algo que
puede ocurrir o no. Por ejemplo, al extraer una carta de una baraja
inglesa, un evento es “sgcar as”. Observe usted que este evento ocu-
sre al extraer de la baraja cualquiera de los 4 ases. En este caso deci-

cimos que el evento tiene 4 resultados favorables.
Hay eventos que s6lo tienen un resultado favorable. Por ejemplo,

en relacién al mismo experimento el evento “sacar rey de diamantes’,
obviamente tiene s6lo un caso favorable.
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" E]erc!cxo 6. De acuerdo con el experimento, en cada inciso in-
igue cuintos resultados lavorables tiene €] evento

Se tira un dado de seis caras.

a) “Sacar un numero impar”.

b) “Sacar un numero mayor que 47,
¢) “Sacar un namero menor gque 47,
d) “Sacar un 5”.

e) “Sacar un numerco mayor que 67,

En una caja'hay 10 canijcas azules. 5 amarillas y 2 rojas. Sin ver
se saca una canica de Ia caja. '

f) “Sacar una canica roja”.

g) “Sacar una canica amarilla”,

h) “Sacar una canica que no sea azul’.
1.) “Sacar una canica que no sea roja”,
]} “Sacar una canica anaranjada”.

Daremos ahora la siguiente definicion

o)
=

Vﬂi(];];. Cm:llydlmportante s'eﬁ'ajar que la definicién anterior sélo es
uando en el experimento al azar todos los resultados posibles

. X ;i p . £ 1)

pm}ggﬁ;g;} dS}e eléi;lzan“dos m‘on‘edas. Deseamos saber cuél es la
proo ey 11to sapar umcamente un sol”, Podemos tomar

0 casos posibles: no sacar ningin sol, sacar uno y sacar dos
Como sélo hay un caso favorable podriamos concluir qﬁe la proba:

bilidad pedida es ! Per i

—, Pero est

3 sto no seria correcto pues los casos posibles
0 .
tomados no tienen exactamente la misma oportunidad de ocurrir

Si tomamos el siguiente espacio muestra

06060
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donde todos los resultados tienen exactamente la misma oportunidad
1
8 9

En el siguiente ejercicio consideramos que en cada uno de los

experimentos al azar los resultados posibles tienen exactamente la

misma oportunidad de ocurrir.

de ocurrir, observamos que la probabilidad buscada es

Ejercicio 7. En cada caso indique la probabilidad del evento.

a) De una urna con 5 canicas rojas y 3 negras se extrae una.
2Cudl es la probabilidad de sacar una canica roja?

b) Se lanza un dado de seis caras. ;Cudl es la probabilidad de
no sacar un 3?

¢) ¢Cual es la probabilidad de ganar en la rifa de una bicicleta,
si hay 25 numeros y se compran 47?

d) Se extrae una carta de una baraja espanola (40 cartas).
;Cual es la probabilidad de sacar “espadas™

e) En un cuestionario una pregunta de opcion tiene 3 posibles
respuestas, ;Cudl es la probabilidad de acertar por casualidad
a la pregunta?

f) De una urna con 7 canicas azules y 4 blancas se extrae una.
¢Cudl es la probabilidad de no sacar una canica azul?

g) (Cudl es la probabilidad de sacarse en la loteria el premio
mayor comprando 5 nimeros en un sorteo cuya emision es
de 50 000 billetes?

h) Se lanza un dado de seis caras. ;Cudl es la probabilidad de
sacar un ndmero mayor o igual a 2?

i) ¢Cual es la probabilidad de que una persona cualquiera to-
mada al azar haya nacido en lunes?

i) Se lanzan dos monedas. (Cual es la probabilidad de sacar al
menos un aguila?

Seguramente usted habra observado que la probabilidad de un
evento es un numero mayor o igual a cero y menor o igual a 1.

Si la probabilidad es cero el evento es imposible, si la probabili-
dad es 1 el evento es seguro.

Hasta ahora hemos obtenido la probabilidad de un evento en re-
lacién a un experimento al azar sin realizar el experimento. La pro-
babilidad asi obtenida recibe el nombre de probabilidad tedrica.
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4. PROBABILIDAD EMPIRICA

S.upongamos que en una tlapaleria, de los Gltimos 100 martillos
vendidos, Gnicamente 5 se vendieron en miércoles, Decimos entonces
que la probabilidad empirica de que el préximo martillo sea vendido

en miércoles es de i = i
100 20

. Si un jugador de futbol ha anotado 7 goles en los tltimos 20 par-
tidos, entonces la probabilidad empirica de que el préximo partido

7
anote gol —
gol es de 50

Daremos ahora la siguiente definicién:

Ejercicio 8. Fn cada uno de los siguientes incisos obtenga la
probabilidad empirica.

a) De una caja se saca una canica se anota su color y se re-
gresa a la caja. De 150 anotaciones 30 corresponden al color
verde. ;Cuil es la probabilidad de que al sacar la préxima
canica ésta sea verde?

b) En una fébrica, de los Gltimos 200 televisores fabricados, 34
son defectuosos. JCudl es la probabilidad de que el préximo
televisor fabricado resulte defectuoso?

¢) En 600 veces que se ha lanzado un dado, 432 veces ha salido
un 5. ;Cudl es la probabilidad de que en el préximo lanza-
miento salga un 5?

d) En los tultimos 70 viajes un autobus ha llegado 69 veces con
retraso. ;Cudl es la probabilidad de que en proximo viaje el
autobts llegue con retrasa? '

Consideremos otra vez el caso de la tlapaleria, ;Podemos obtener
la probabilidad tedrica de que el proximo martillo sea vendido en
miércoles?

Su.pongamos que una persona considera que los resultados posi-
bles son los 6 dias habiles de la semana, que el resultado favorable

es el dia mi€rcoles y concluye que la probabilidad buscada es é
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Esta persona estard incurriendo en un grave error pues €sti consi-
derando que todos los resultados tienen exactamente la misma opor-
tunidad de ocurrir, lo cual obviamente no es cierto ya que, por ejem-
plo, hay mayor niimero de ventas los sabados o dias de pago.

5. LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

Cuando un experimento al azar se realiza un nimero muy grande
de veces, la probabilidad empirica que se obtiene es casi igual a la
probabilidad teérica, Este hecho se conoce como “la ley de los gran-
des numeros”.

Ejercicio 9. En cada inciso obtenga la probabilidad teérica del
evento. Después efectie 100 veces el experimento y obtenga la pro-
babilidad empfrica. Por tltimo compare ambas probabilidades.

a) Experimento: lanzar un dado de 6 caras. Evento: “obtener un

57,
tedrica Probabilidad
Probabilidad empirica
b) Experimento: lanzar dos monedas. Evento: “obtener al me-
nos un sol”,
Probabilidad == = Prohabilidad
teérica L empirica
¢) Experimento: Sacar una canica de una caja con 15 rojas y
5 blancas.
Evento: “Sacar una canica roja”.

Probabilidad = @ Probabilidad
teérica SIS empirica

d) Experimento: lanzar un dado de 6 caras.
Evento: “obtener un nimerc menor que 6.

Probabilidad =~ Prohabilidad
tedrica e empirica
e) Experimento: lanzar 3 monedas.
Evento: “obtener 3 soles™.

Probabilidad =g Probabilidad
tedrica ol empirica
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Sugerencia;: Considere el siguiente espacio muestra:
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