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El presente libro, que se pone a disposicién del maestro y el alum-
no de mateméticas en el segundo grado de educacién media basi-
ca, desarrolla ampliamente, tanto en contenido como en orden, el
programa oficial vigente a partir de septiembre de 1976.

Aungue las ocho unidades que forman el texto se presentan en
el orden que sefiala ¢l programa, se ha procurada que cada una
tenga la suficiente independencia de las demds para que el maestro
pueda organizar su estudio en el orden mas conveniente, de acuerdo
con su propio criterio o de acuerdo con los intereses de los alumnos.

Toda obra humana es perfectible, y mas tratandose de un libro
de texto que debe actualizarse continuamente. Esperamos que las
sugerencias de los maestros, emanadas de su experiencia docente,
nos ayuden a mejorar la presente obra en beneficio de nuestros edu-
candos.

Los AUTORES
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El matematico inglés George Boole creé un 4lgebra para la légica.
iniciando asi una nueva época en el estudio de esta disciplina

PRIMERA UNIDAD

OBJETIVOS PARTICULARES

Al concluir el estudio de esta unidad, el alumno:

I. Podra interpretar adecuadamente proposiciones compuestas
utilizando la negacién, la conjuncién y la disyuncién.

I1. Relacionara los conceptos de logica con el manejo de conjun-
tos y con algunas situaciones mateméticas concretas.

. PROPOSICIONES

Al establecer comunicacién con sus compafieros, con sus maes-
tros y con las personas que lo rodean, usted hace uso de enuncia-
dos. Algunos de estos enunciados son como los siguientes:

1. Marte es un planeta del sistema solar.

2. Napoleén fue emperador de Francia.

3. Una molécula de agua estid formada por dos dtomos de hidré-
geno vy unc de oxigeno.

.3+4=T7.

. El autor de “Crimen y Castigo” es William Shakespeare.

Benito Judrez nacié en el estado de Chihuahua.

. El protén tiene carga negativa.

.6+ 5> 11+ 12

IS WSS

En cada uno de estos enunciados, que en la clase de Espanol se
denominan oraciones declarativas, se estd afirmando algo sobre algo
¥ en cada caso podemos indicar si esa afirmacion es verdadera o falsa.
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Por ejemplo, los enunciados 1. a 4. son verdaderos, en cambio
los enunciados 5. a 8. son falsos.

A enunciados como los anteriores de los que podemos decir que
son falsos o verdaderos, se les llama proposiciones,

Fieveicio L. De los siguientes enunciados indique cuales son pro-
posiciones,

a) ¢Adonde va usted?

b) El agua se congela a 0" centigrados.

¢) Quisiera que hubiera vacaciones. _

d) Todos los numeros pares se pueden dividir entre 2.
e) 8 >5+ 3.

f)y Sir= 2, entonces 2r + 5 = 9,

g) jMaldita sea mi suerte!

h) ;Alto!

i) Manana es probable que Jlueva.

j) Me gusta el café con leche.

Fiercicio 2. De las siguientes proposiciones diga cudles son ver-
daderas y cuales falsas.

a) Al cloruro de sodio se le llama también sal.

b) México es una republica representativa y democritica.

¢) Todo nimere racional también es natural.

d) El cero es un numero natural,

e) (3 + 18)* = 441.

1) 8i x4 17 = 38.5, entonces x = 21,5.

g) 8i m = 6, entonces m* + 3m — 7 = 47.
4726 .

h) —5 < 190 X 5.

i) Todo niimero natural también es racional.

i) Algunos nameros racionales son naturales.

Ujercicio 4. Genale si las siguientes afirmaciones son verdade-
ras o no. Fundamente sus respuestas.

a) El es libertador de Venezuela.

b) Ella es la descubridora del radiuvm.
€) x es un numero primo.

d) x+ 1= 15.

e) bx* +3x— 2 =0.

LOGICA ¥ CONJUNTO 13

En todos los incisos del ejercicio anterior observamos que de
ninguna de las afirmaciones se puede decir que sea verdadera o fal-
sa. Por lo tanto, no son proposiciones,

sin embargo. esas mismas expresiones serian proposiciones sim-
plemente sustituyendo las palabras "EI”, “Ella” y “x” adecuadamente.
Ejemplo.

1) José Marti es libertador de Venezuela,
2) Maria Curie es la descubridora del radio.
3) 10 es un numcro primo.

A expresiones como las del Ejercicio 3 se les llama proposiciones
ubiertas.

Iiereivia 4. De las siguientes expresiones, indique cudles son
proposiciones abiertas y cuales son simplemente proposiciones.

a) El es un matematico francés del siglo xix.
b) St x = 3, entonces x* + 5 = 14,
¢) Ellos son el grupo mas numercso de la Secundaria 91.
d) La raiz cuadrada del mimero n es 37.5.
e) x > .05
1) El cloruro de sodio no es soluble en agua.
g) El H.O es comestible.
h) 3x + 2x + 5x = 10x si x es un nGmero real,
i) Este libro tiene 400 paginas.
1) Como « ¢s un numero natural, entonces,
al(d + 3) = 5a + 3q,

Wiercicin 5. Sustituya las palabras o simbolos necesarios en las
proposiciones abiertas anteriores, de manera que se obtengan pro-
posiciones ciertas,

2. NEGACION DE UNA PROPOSICION

Nicolas Copérnico, eminente astronomo polaco publicé en 1543
una obra, “Sobre las revoluciones de los orbes terrestres”, que cambi6
radicalmente 1a visién que los hombres tenian del universo que los
rodeaba. Anteriormente a €1, se pensaba que la Tierra estaba fija
en el espacio y que el Sol, la Luna y las estrellas, giraban alrededor
de &lla.
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La idea popular sobre la doctrina de Copérnico se concentraba
en la proposicién “La Tierra se mueve alrededor del Sol”. Los parti-
darios de Copérnico afirmaban la verdad de esta proposicién y sus
enemigos senalaban su falsedad sosteniendo que la proposicién “La
Tierra no se mueve alrededor del Sol” era verdadera.

La polémica alrededor de estas dos proposiciones marcé un mo-
mento culminante en la historia de la ciencia y las ideas progresistas.

En la ciencia, la técnica y aun en la vida diaria se discuten fre-
cuentemente parejas de proposiciones como las que hemos comentado
y que se caracterizan de la siguiente manera: si una de ellas es falsa
la otra es verdadera, y viceversa.

Eicmnpla,

Si la proposicién “La Tierra se mueve alrededor del Sol” es ver-
dadera, entonces, la proposicién “La Tierra no se mueve alrededor
del Sol” es falsa, y también, si “La Tierra se mueve alrededor del
Sol™ es una proposicién falsa entonces se debe considerar que la
proposicién “La Tierra no se mueve alrededor del Sol” es verdadera.

LOGICA ¥ CONJUNTO 15

Al tener dos proposiciones como las que estamos tratando se
acostumbra decir que una es la negacion de la otra.

Conocida una proposicién, a veces es necesaric construir otra
proposicion que sea su negacion. Observe, en los ejemplos siguientes,
como se puede construir la negacién de una proposicién dada.

PROPOSICION

NEGACION

“La Tierra se mueve alrededor
del Sol.”

“Es falso que la Tierra se mue-
va alrededor del Sol.”

“No es verdad que la Tierra
se mueva alrededor del Sol.”

“La Tierra no se mueve alre-
dedor del Sol.”

“Paris no es la capital de “Paris es la capital de Francia.”
Francia”. “Es falso gue Paris no es la
capital de Francia.,”
“No es verdad que Paris no
es la capital de Francia.”

D 42 H
“Es falso que 2 + 2 = 5.7
"No es verdad que

2+ 2 =57

2-+2=5

Al construir la negacién de una propesicidn se pueden cometer
errores como el del siguiente ejemplo.

PROPOSICION

El caballo es blanco.

NEGACION (?)

El caballo es negro.'

La negacion de la proposicion “El caballo es blanco”, puede ser
cualquiera de las siguientes proposiciones: “El caballo no es blanco”,
“Es falso que el caballo sea blanco” o “No es verdad que €l caballo
sea blanco”, y éstas no significan Io mismo que “El caballo es
negro”. Esto resulta claro si consideramos, por ejemplo, que si
es verdad que “El caballo no es blanco” esto no significa que el ca-
ballo sea necesariamente negro, pues puede ser ruano, café, etc. y
"no ser blanco”.

Ejercicio 6. Construya, en la linea que sigue a cada proposi-
¢ion, la negacién correspondiente,
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(Senale al menos dos formas de esa negacion).

a) La capital de Dinamarca es Copenhague.

b) El simbolo del sodio es Na.

¢) En el nucleo de un dtomo hay protones y neutrones,

d) Las esponjas son plantas acuiticas.

e) Los artropodos son el grupo de animales menos numeroso.

) La falta de vitamina A no produce ceguera nocturna.

g) Meéxico no es una republica federal.

h) El ntmero atémico del carbono es 6.

i) No es verdad que Lavoisier haya establecido la ley de conser-
vacion de la materia.

LOGICA ¥ CONFUNTO 17

1) Es falso que la Luna sea satélite de la Tierra.

k) 14 + 9 = 18.

18 3 |, 57
1) = TS5
m) 87 > 15.
Ljercicio 7. En el ejercicio anterior determine si las proposi-

ciones dadas y las que usted encontré son verdaderas o falsas. Com-
plete la siguiente expresion: Si una proposicién es verdadera, en-
tonces su negacion es Si por el contrario, la
proposicién es falsa, entonces su megacién es

Ejercicio B, Escriba usted la negacion de cada una de las propo-
siciones dadas. (Discuta los resultados obtenidos con sus compafneros
y con el maestro. )

a) Todos los nmiimeros naturales son ntmeros racionales.

b) Nada es verdad.

¢) Algunos nimeros impares son primos.

d) Ningan planeta tiene vida.




i adlll

18 MATEMATICAS — SEGUNDO CURSO

e) Nadie me ha llamado la atencion.

Notucion

En el estudio y el manejo de muchos conceptos matematicos re-
sulta util y comodo el empleo de simbolos breves.

A proposiciones como las que estamos estudiando ahora, se acos-
tumbra representarlas también con letras mintsculas del alfabeto
castellano. Por ejemplo, a la proposicion: “Marte es un planeta del
sistema solar” le podemos asignar la letra p. Y expresamos esto con
la siguiente igualdad:

P = Marte es un planeta del sistema solar,

Ahora bien, si tenemos una proposicién representada con una
letra y formamos su negacién, a esta ultima la denotaremos con
la misma letra precedida del simbole (~).

Biemplo.

p = Marte es un planeta del sistema solar.
~p = Marte no es un planeta del sistema solar.

Ejemplo,

g = El proton tiene carga negativa.
~ g = Es falso que el protén tenga carga negativa.

Kjemplo,

=28+ 17 = 25.

~ 7= Es falso que 8 + 17 = 25.

Biercicio . En cada inciso complete las igualdades.
a) m = Sécrates fue un filésofo griego.

~ T =

b) s = Las ballenas no son mamiferos.

— =

c) t = Todo numero par es divisible entre 2.

Q1 19

d) u = La Repuiblica Mexicana tiene 31 estados.

—_— =
e) i=

“"i—

Hernén Cortés fue el congquistador de México.

Si tenemos una proposicién abierta, podemos también formar
su negacion, y denotar a ambas con el simholismo que ya conocemos,

5 |"':'EE:".ﬁ.“' i’

Si p = x es un numero par, entonces,
~ P = X MmO €% un numero par.

5i @ = x es mexicano, entonces,

~ @ = X no es mexicano.

e I Lr

en cada inciso.

Escriba la negacion de la proposicién abierta dada

a) p = x es un namero natural mayor que 10.

('-lp:

b) v = x es un planeta del sistema solar.

—_—~ ) =

¢)w = m s un namero tal que n-5 = 40.

—~ W =

d) z = x5,

e

e) u =m0,

-~ =

13 & =x 10:

~C = =
. x

f-—d:.

h) e = x fue un presidente mexicano.

— =

i) f= x es un niimero primo.

A =
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1) g = x es un nimero multiplo de 8.

— g =

k) h=x es un divisor de 350.

— h, —

1) k = x es una de las partes de la Biblia.
— k = =

fjercicio 11, En cada inciso del ejercicio 10, sefiale 5 objetos
que hagan verdadera la proposicién abierta y otros 5 objetos gue
hagan verdadera su negacién.

3. PROPOSICIONES ABIERTAS Y CONJUNTOS

Desde la escuela primaria usted ha manejado y descrito conjun-
tos. En esta unidad veremos como las proposiciones abiertas sirven
también para determinar conjuntos.

No es necesario meditar mucho para ver que

Si se nos da una proposicion abierta, todos los objetos que
hacen verdadera esa proposicién forman un conjunto.

Por eso es factible describir un conjunto por medio de una pro-
posicién abierta.

Ejempls, Consideremos la siguiente proposicién abierta:
“x es un planeta interior del Sistema Solar”

Los objetos que hacen verdadera esta proposicién son los plane-
tas Mercurio, Venus, Tierra y Marte. De manera que si pensamos
en el conjunto p formado por estos cuatro planetas. podemos des-
cribirlo de la siguiente manera:

P = {x es un planeta interior del Sistema Solar}

Con esta notacion indicamos que el conjunto P esta formado por
todos aquellos objetos gue hacen cierta la proposiciéon “x es un pla-
neta interior del Sistema Solar”.

De igual manera, con la expresién

R = {x es un numero natural menor que 10}

Indicamos que los elementos del conjunto R son todos aquellos
objetos que hacen cierta la proposicién que estid dentro de los cor-
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chetes. Esto es, los elementos del conjunto R son los niimeros 1,
2,3,4,5,6,7,8y%8.

Ejereicio 11a.  En cada inciso senale cuales son los elementos
del conjunto que se indica.

a) A= {x es una vocal}

b) B = {x>5)

c) C={x< 8}

d) D = {x* - 25)

¢) E={x+5=70}

)y F = {x es un par}

g) G = {x +2x = 3x}

h) H = {x es un estado de la region noroeste de México}

i) I = {x es un estado de la Republica colindante con Gua-
temala}

i) J = {x es una materia del segundo grado de Secundaria}
k) K = {x es una estacién del ano}
Y L

m) M = {x es un divisor de 90}

{x es un divisor de 15}

n) N ={x es un divisor de 1}

o) O = {x es un divisor de cero}

Complemento de un conjunto

Ahora determinaremos un conjunto, a partir de otro dado, utili-
¢ - s
zando la negacién de una proposicion.

Kjemplo.  Si consideramos que U = {x es una letra del alfabe-
to castellano) es el conjunto universal de la discusion; es dgcir el
conjunto con cuyos elementos podremos formar los demas conjuntos
que mencionaremos en nuestro discurso, construiremos, dentro de
este universo, el conjunto V siguiente:

V = {x es una vocal}
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Esta situacién puede ilustrarse con el siguiente diagrama de
Venn:

6]

f
g
. K ¢ h g

Observamos que las letras a, e, i, 0, u, hacen verdadera la pro-
posicion “x es una vocal’ y, por lo tanto, esas letras forman el
conjunte V. Las demds letras hacen falsa la proposicion dada vy,
por lo tanto, no pertenecen a V.

La negacion de la proposicién “x es una vocal” es “x no es una
vocal”, v los objetos de U que la hacen verdadera son los objetos
que no pertenecen a V. Llamemos V" al conjunto de estos objetos.
Asi tenemos que

V' = {x no es una vocal}.

A este conjunto se le llama el complemento de V.
Veamos ahora otro ejemplo.
U = {x es un ndmero natural menor o igual a 10)

R = {x es un niimero natural menor o igual a 5}

U 10
R

'El conjunto complemento de R estara determinadg por la mega-
cién de la proposicién “x es un nimero natural menor o igual a 5.

R’ = {x mo es un nimero natural menor o igual 2.5} (R’ se lee
“complemento de R”).

LOGICA ¥ CONJUMNTO a3

Los elementos de R’ son los elementos de U que no pertenecen
a R. Es decir, son los niimeros 6, 7, 8, 9 v 10.

En general,

Si tenemos en un universo U un conjunte cualquiera A,
determinado por una proposiciéon p, la proposicién ~ p de-
termina otro conjunto A’, I[lamado el complemento de A,
y que esta formade por todos los elementos que no pertene-
cen a A.

Fjercivio 12,

En cada incisp determine el complemento del con-
junto dado y haga un diagrama.

a) U =1{1,2,3,4,5,6, 7, 8,89, 10}
= {x eg menor que 2}
B = { }
(Coloree de rojo el conjunto B’)
b) U = {x es un animal}
C = {x es un mamifero)
C={ }
(Coloree de rojo el conjunto C’)
¢) U = {x es un pais americano}
D = {x es un pais sudamericanoc)
D ={ )
(Coloree de rojo el conjunto D’)
d) ¥ = {x es un libro de la Biblia}
E = {x es un libro del Nuevo Testamento)
E"={ )
Ilustre con rojo el conjunte E’)
e) U = {x es un numerc primo}
F' = {x es un ntmerc par}

F* =4 }
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(Ilumine de rojo el conjunto F’)

f) U = {x es un ndmero racional}
G = {x es un numerc natural)
Gt = }
(Coloree de rojo el conjunto G*)

g) U = {x es una palabra del espanol}
H = {x es una palabra aguda}

H ={ )

(Pinte de rojo el conjunto H’)

h) U = {x es un enunciado en espanol}
I = {x es un enunciado bimembre}
ro={ }

(Pinte de rojo el conjunto ")

4. PROPOSICIONES COMPUESTAS

En las matematicas al igual que en las dem3s ciencias, 1os hechos
de su estudio se expresan por medio de proposiciones simples como
las que hasta aqui hemos estudiado, 0 bien, por expresiones com-
puestas de 2 o mas proposiciones simples. Dichas expresiones son
como las siguientes:

a) La Tierra es un planeta EI el Sol es una estrella.

b) 10 es mayor que 5 El 10 es ‘menor gue 7.

c) x = 5, [entonces| 3x* = 75.

A expresiones como las anteriores, formadas por 2 o mais pro-

posiciones unidas por los conectivos “y”, “07, “si... entonces”, se
les llama proposiciones compuesias.

La proposicion compuesta del inciso a) estd formada por las

proposiciones simples “La Tierra es un planeta” y “El Sol es una €s-

.

IAO0TEN Y B4

I LN T 25

trella”; la proposicién b) consta de las proposiciones simples “10 es
mayor que 5" y “10 es menor que 77 y por ultimo, la proposicién
compuesta ¢) se forma con las proposiciones simples “x = 5" y
“3x% = 75"

Una proposicién compuesta es verdadera o falsa, segin la verdad
0 falsedad de lus proposiciones que la forman y segin el tipo de
conective que esté uniendo esas proposiciones.

A continuaciéon estudiaremos cémo determinar si una proposi-
cién compuesta es verdadera o falsa.

l'__«"nij!}:]{-';r':g;

Cuando unimos dog proposiciones simples por medio del conecti-
vo “y”, es que deseamos expresar, con la proposicion resultante, nues-
tra opinién de que ambas son simultdneamente verdaderas.

Por ejemplo, con la proposiciéon compuesta “La Tierra es un pla-
neta el Sol es una estrella” afirmamos que las dos proposiciones
simples son verdaderas al mismo tiempo.

Resulta claro entonces que las proposiciones con conectivo “y”
s6lo son verdaderas si las dos proposiciones “conectadas” son efecti-
vamente verdaderas. Asi que basta con que una de las proposiciones
que se ligan con el conectivo sea falsa para que la proposicion com-
puesta resulte falsa.

E:ﬂjj'r':‘-.'",--!ll

a) La Tierra es un planeta el Sol es una estrella.
L Vv o

L .’}
~

v Vv

La proposicién es verdadera, pues las propesiciones que la for-
man son simultdneamente ciertas.

A

b) 2+2=4 Paris es la capital de Dinamarca.
\ ) \._

' F
La proposicién es falsa, pues una de las proposiciones que la
forman es falsa.

c) 7<2 Samuel Morse inventd el telégrafo.
3249 o] g s,
F v
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La proposicién compuesta es falsa. (Diga por qué.)
d) La estrella de mar es un mamifero y el caracol también.

L\ i) \ J

v v
F F

Esta proposicion es falsa, pues las dos proposiciones que la
forman son falsas. Cuando se emplean letras para denotar proposi-

PTa

ciones, el conective “y” suele simbolizarse con A .
fjemple.

§i p="2+2=4"7y g="6>2", entonces,
PAG="2+2=4 y 6>2.

A toda proposicién compuesta que se forma con dos proposicio-

w6,

nes simples y el conectivo “y” se le da €l nombre de Conjuncidén.
[jercicio 13, Analice las siguientes proposiciones, tal como se
hizo con los ejemplos de arriba, y determine si las conjunciones
son verdaderas o falsas.
a) La vitamina C es antirraquitica y también la vitamina D.
e — h8 —

& g

b) El higado de res es rice en hierro y el queso contiene calcio.
L el \ =

X v

c¢) Maria Curie descubrié e] Radio y Cavendish el Uranio.
 —

4 LS 4
L X

d) Alberto Einstein descubrio los satélites de Jupiter y
L 7

-

Galileo Galilei inventé la teoria de la relatividad.
{V— r

W

e) La amoeba es un vegetal y también lo es la rosa.
L - J i

J

3 Y-

f) 3x + 2x = 5x y 18.5 > 16.6.
 SURSUSREVS ) Y —

J

g) 518)2 +(5)2>23 y V627 = 14.
-

— —J v

h) 8i a es un nimero natural, entonces 2a es un impar y
L= -1

W

LDGTIOA 008 U BT R a7

si m es un nimero natural, entonces 22 — 1 es un par.
[ . J
W

i) Todo numero racional es natural y
kS J

todo nimero natural es racional.
\ —— J

A

i) \La capital de Francia es Paris v
v !

la capital de Italia es Amsterdam.

. Complete las igualdades en donde sea necesario y
Iuego diga si la conjuncién es verdadera o falsa.

J

a) P = 20 es divisible entre 4.
q = 40 es divisible entre 10.
PN g=

P /A g es una conjuncién

(Falsa, Verdalera)

b) T = 25 es un multiplo de 10,
s = 80 es un multiplo de 5.
rAns=
T /A 8§ €8 una conjuncion
c) t = La adicion de racionales tiene propiedad conmuta-
tiva.
u = La sustraccién de naturales tiene propiedad conmu-
tativa.
EAnu=

t\Nu es una conjuncion
d) v = Un atomo de oxigeno tiene 8 electrones.
w = El atomo del sodio tiene 15 elecirones.

v A W=
U A W = es una conjuncidn
€) x = Lavoisier establecié la ley de conservacién de la ma-
teria.

y = Mendeleiev descubrié el Uranio.

XAy =

X A Y = es una conjuncion
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Dos proposiciones abiertas simples, comao las que hemos mane-
jado. también se pueden unir para formar una conjuncién.

Ejsmplo.

P = x es un numero entero.

g = x es un numerp mpar.
P A g = x es un nimerc entero y x es un ndmero impar.
Observacién,  En este ejemplo los objetos que hacen cierta la

proposicion p A g son los mumeros que al mismo tiempo son en-
teros e impares.

fjercicio 15 Complete usted las igualdades vy las oraciones que
se dan,
a) r = X €5 un Namero primo.

§ = x es un numerg natural.

TN E=
Los objetos que hacen verdadera l: proposicion rA s
son .
b) m = x €s un mamifero.
n = x es un animal marino.
mAnR=
Los objetos que hacen verdadera la proposicion m A n
s0n
e) a = x es un nimero divisible entre 2.
b = x es un numero divisible entre 3.
aANb=
Los objetos que hacen verdadera la proposicion aA\b
son
d) ¢ = x es un numero multiplo de 5.
d = x es un numero maultiplo de 4,
cAd=

Los objetos que hacen verdadera la proposicién ¢ A d

son

e) f = x es una persona que es mexicana.
g = x es una persona que habla inglés.
fFrng=
Los objetos que hacen verdadera la propgsicion f A g
son
1 i=nax> 10.
j=x<20.
ing=
Los objetos que hacen verdadera la proposicién i A j
son
g) k= x> 35.
= x < 40,
kAl =
Los objetos que hacen verdadera la proposicién & A I
son
h) € = x es una palabra grave.

h = x es una palabra aguda,
e N h=

Los objetos que hacen verdadera la proposicién e A h

5011

Conjuncion ¢ mlerseccion

Existe una relacion entre la conjuncién (de proposiciones) y la
interseccion (de conjuntos). En la siguiente discusion se pone de
relieve esa relacién.

Consideremos el siguiente conjunto universal:
U = {x es un numero natural menor o igual a 20}
y formemos los siguientes dos conjuntos:
A = {x es un maultiplo de 2}.

B = {x es un miltiplo de 3}.
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Estos tres conjuntos se pueden ilustrar con el siguiente diagrama:

U _ U

29

(Coloree de rojo el conjtinto C M D),

b) U = {x es un numero natural menor que 31}.

Observamos que los conjuntos A y B estidn determinados por las E = {x es un namero par menor que 20}.
proposiciones abiertas “x es un multiplo de 2" y “x es un maltiplo
de 37, Si formamos ahora una conjuncién con esas dos proposicio-
nes tendremos la proposicién siguiente: ENF={

F = {x es un divisor de 20}.

“x es un miiltiplo de 2 y x es un multiplo de 3”

Los unicos elementos de U que hacen cierta la conjuncién ante-
rior son los numeros que son, al mismo tiempo, multiplos de 2 y U
de 3; es decir, los ntimeros 6, 12 y 18. 8

Como esos numeros forman el conjunto A M B, podemos con-
cluir que la conjuncién dada determina la interseccién de los conjun-

tos A y B. | 29

En general, {Coloree de rojo a E N F).

= ' t roi 20}.
Si P y Q son dos conjuntos determinados por las propo- ¢) U= {xes un nimero natural menor o igual a 20
siciones abiertas p y g, respectivamente, la conjuncién p y ¢ G = {x es un divisor de 40},
determina el conjunto P N Q. B = fx esun dividot: d& 16),
GNH={

En cada inciso determine la intersecciém de los

conjuntos dados y complete el diagrama.
a) U = {x es un numero natural menor que 31}. U
C = {x es un nimero impar menor o igual a 20).

D = {x es un namero primo}.

'

CnD-={
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(Caloree de rojo a G N H).
d) U= {x es un ser humano}.
I = {x es un mexicano}.
]
Inj={ ' ).

{(x es una persona rubia).

Il

(Coloree de rojo a I M J).
e) U= {x es una figura geométrica}.
K = {x es un poligono}.
L = | x es un tridngulo}.
KnL={ ¥

(Coloree de rojo a K M L).

Ejercicio 17, Utilizando el ejercicio 15 asocie un conjunto a
cada una de las proposiciones dadas y dibuje en cada caso un dia-
grama de Venn que describa la situacidn.

Disyuncion

La proposicién compuesta que se forma con otras dos proposi-
ciones ligadas por medio del conectivo “o” recibe el mombre de

LOGCICA ¥ CONJUNTO a3

disyuncion. Por ejemplo, son disyunciones las siguientes proposicio-
nes compuestas:

a) 16 es un nimero mayor que 5 ¢ menor que 18.
b) Napoledn nacié en Paris o Napoledn fue ciudadano francés.

¢) Los cuadrilateros tienen 4 lados o tienen 4 dngulos inte
riores.
d) 4 es mayor gue 5 o 4 es igual a 5.

Cuando expresemos una disyuncién daremos a entender con
ella nuestra opinién de que al menos una de las proposiciones dadas
es verdadera (aunque podria ser que ambas fueran ciertas). Ahora
bien, si se demuestra que en realidad las dos proposiciones de nues-
tra disyuncion son falsas, entonces ésta es falsa. Pero si una de
ellas es verdadera (o las dos), entonces nuestra disyuncion sera
verdadera,

Ejemplo.

a) Si afirmamos que 16 es un nimero mayor que 5 o 16 es
menor que 18”7 estamos senalande que al menos, una de las dos
proposiciones es verdadera, Como las dos son verdaderas, entonces
nuestra afirmacion es también verdadera.

b) 8i afirmamos que “Napoleén naci6 en Paris o Napoleén

fue ciudadano francés”, estamos indicando que al menos una de las
dos proposiciones que forman la disyuncién es verdadera.

Si analizamos las proposiciones que forman la disyuncién vemos
que:

“Napoleén nacié en Paris o Napoleén fue ciudadano francés”.

- J X A
b i

F v
Una de las dos es verdadera y, por consiguiente, la disyuncién es
verdadera,
¢) Al afirmar que "4 es mayor que 5 o 4 es igual a 57 opinamos

que por lo menos una de las proposicicnes de esa disyuncion es
verdadera. Ahora bien, en realidad tenemos que las dos son falsas.

4 es mayor que 5 o 4 es igual a 5,

e \
v g =]

F F
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Por consiguiente, nuestra disyuncién es falsa.

_ Ejercicio 18. En cada uno de_lns incisos determine la verdad o
falsedad de cada una de las disyunciones dadas. Observe €l ejemplo.

a) 4 es mayor gue 5 0 4 es menor que 5,
L 4 18 ¥

7]

b) 5 es mayor que 0 o 5 es igual a 0.

S S L —
X b §

c) 12 es mayor que 12 o 12 es igual a 12.

A 4 L% = |
A VT

d) Deimos es satélite de Saturno o Fobos es satélite de Venus,

% -/ N J
pEEY k4

e) El nucleo atémico tiene protones o electrones.
L% ~ F N Y___l

f) Todo nimero primo es impar o 3350 = 1690 1350.

x )
% - J 5y
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g) Algunos numeros naturales o algunos niimeros son

son primos impares.

\ - A\ —
g Y

A 4

h) Marte es un planeta o Mercurio es un planeta
exterior exterior,
A\ ! S J

i) En la era paleozoica habia o en la era cenozoica
mamiferos hombres.
\ 5 X Fi

j) Un atomo de fierro tiene 26 o un atomo de yodo
electrones tiene 10.
N wl L J

k) El paramecio es un vegetal o la amiba es un animal,

i \
W / N 4

Si a partir de dos proposiciones p y g se forma una disyuncién.
entonces a ésta se le designa como p V g (léase “p o ¢”).

Eiempla:

Sim = Las algas son vegetales,
y n = Las ballenas son mamiferos,
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entonces,

m \/ m = Las algas son vegetales o las ballenas son mamiferos.
8i r = Los nucleos de los dtomos tienen neutrones.

y s = Las moléculas constan de atomos,
r \/ & = Los nticleos de los dtomos tienen neutrones o las molécu-
las constan de atomos.

Ejercicip 20, Complete las igualdades ¢ indique la verdad o fal-
sedad de cada disyuncion.
a) p = Cleopatra era egipcia,

g = Marco Antonio era egipcio.

pvVg =

P V g es una pProposicion

(falsa, verdadera).

h) e = Los alpes estan en América,
f = El Everest estd en Africa,

eV f =

e Vv f es una proposicién

(falsa, verdadera).

¢) h = “La Iliada” fue escrita por Sécrates.
i = La Odisea fue escrita por Homero.

hy i =

h'V i es una proposicién

(falsa, verdadera).

d) j = Algunos vegetales son angiospermas.
k = Algunos reptiles son venenosos.

ivVk =

j M k es una proposicion

(falsa, verdadera).

e) [ = Venus tiene atmosfera.
m = La Luna carece de atmosfera.

vy m=

v m es una proposiciéon

(falsa, verdadera).
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Si unimos dos proposiciones abiertas con el conectivo “0”, a la
propesicion abierta resultante también la llamaremos disyuncidn
y la simbolizaremos como ya sabemos hacerlo.

Ejemplo:

a) n = X €s un ndmero primo.

P = x es un numero impar.

n \V p = x s un numero primo o x es un numero impar.
b) r = x es un madaltiplo de 5.

t = x es un multiplo de 2.
r v t = x es un miltiplo de 5 0 x es un multiplo de 2.

Resultara atil mas adelante considerar los objetos que hacen
verdaderas a disyunciones como las de los ejemplos.

Por lo que sabemos, una disyuncién es verdadera si una u otra
de las proposiciones es verdadera o las dos son verdaderas.

Entonces, en la disyuncién n v p del inciso a), los objetos gue
la hacen verdadera son:

a) Los naimeros primos (que hacen cierta la proposiciéon n)

b) Los nimeros impares (que hacen verdadera la proposicién p)

¢) Los nGmeros primos que son impares (que hacen ciertas las
dos proposiciones al mismo tiempo)

Resulta también sencillo saber qué objetos hacen verdadera la pro-
posicion r \/ t. Estos son:

a) Los nimeros maultiplos de 5 (que hacen verdadera la pro-
posicién 1).

b) Los numeros miltiplos de 2 (que hacen verdadera la propo-
sicion t).

¢) Los nimeros que son miiltiplos comunes de 2 v 5 (que hacen
verdaderas las dos proposiciones al mismo tiempo).

Ejercicio 21, En cada inciso encuentre la disyuncién de las pro-
Posiciones dadas y describa, en las lineas numeradas, los objetos
que la hacen verdadera.

a) a = x es un divisor de 40.
b = x es un multiplo de 2.

av b =




38

b)

d)
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Los objetos que hacen verdadera a a \/ b son:

.

= X es un metal,
= x es un liquido a temperatura normal.

1
2.
3.
c
d
cvd =

Los objetos que hacen verdadera a ¢ v d son:

1.

2.
3

€ = X es un numero natural menor que 16.
f = x es un namero natural mayor que 9.

eNF =
Los objetos que hacen verdadera a ¢ \/ f son:

1.

2,
3.

g =x es un planeta exterior.
h = x es un planeta interior.

gVvh =

Los objetos que hacen verdadera a g \/ k son:
1.

2.
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e) i= x es un americano.
j = % es un mexicano.

ivi =

Los objetos que hacen verdadera a i \/ j son:

E 7

2.
3

Disyunecién y Unidn

Antes hemos utilizado negaciones y conjunciones para determi-
nar conjuntos. Ahora, en esta seccién, veremos cémo se relaciona
la disyuncion (de proposiciones) con la unién (de conjuntos).

Aqui también, como antes lo hemos hecho, observaremos una
situacién concreta para analizar esa relacion:

Sea U un conjunto universal y A y B dos de sus conjuntos.
U = {x es un numero natural menor que 21}.
A = {x es un numerc impar mayor que 7}.

B = {x es un numerg impar menor que 17},

Un diagrama de Venn para estos tres conjuntos es el siguiente:

U
12 2 14 4

B
A
10 6
21 20 16 18 8

Las proposiciones abiertas “x es un numero impar mayor que
7" y “x es un ntmero impar menor que 17" determinan los conjun-
tos A y B respectivamente,
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LOGICA ¥
8i formamos la disyuncién de las proposiciones anteriores, ésta b) U = {x es un nimero natural menor que 31},
sera asi:
“x es un numere impar mayor que 7 o x es un ndmero impar E = {x es un numero par menor que 20).
menor:.que: 7", F = {x es un divisor de 20).

Y los objetos que la hacen verdadera son:
EUF = {

a) Los numeros impares mayores que 7 (9, 11, 13, 15, 17, 19).
b) Los niimeros impares menores que 17 (15, 13, 11, 9, 7, 5,
3, 1). v . F
¢) Los mimeros que son, al mismo tiempo, mayores que 7 ¥
menores que 17. (9, 11, 13 y 15.)
Observamos que el conjunto de objetos que hacen ciertg la dis-
yuncién es la union de‘los conjuntos A y B.

AUB = {x es un nimero impar mayor gque 7 o x es un numere 29
impar menor que 17},

Si las proposiciones zbiertas p y g determinan los con- {Coloree de rojo a If U F).
juntos P y Q, respectivamente, entonces la disyuncion p v g
determina al conjunto PUQ. ¢} U= {x es un nimero natural menor o igual a 20).

G = [« es un divisor de 40}.
Ejercicio 22. En cada inciso determine la unién de los con-

juntos dados y complete el diagrama. H = {x es un divisor de 16).

a) U = {x es un niimero natural menor que 31}, GUH = {
C = {x es numero impar menor o igual a 20}. o
D = {x es un niumero primo}, G -
Gulk = { ).
U
e D 1
(Coloree de rojo a G U H).
d) U= {x es un ser humano).
29 I = {x es un mexicano).

] = {x es una persona rubia).

(Coloree de rojo €l conjunto C U D). uj = {
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u
1
J
(Coloree de rojoa TU J).
e) U = [x es una figura geométrica).
K = {x es un poligono}.
L = {x es un tridngulo}.
KuL ={ }.
K
(Coloree de rojo a KU L).
f) U= {x es un latincamericano}
R = {x es un cubano}
§ = {x es un argentino}
RUS = { }

U

(Coloree de rojo a R U S).
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Ejercicio 23,  Utilizando las datos del ejercicic 21 asocie un
conjunto a cada una de las proposiciones dadas y dibuje en cada
caso un diagrama de Venn que describa la situacion.



SEGUNDA UNIDAD

LOS NUMEROS RACIONALES

OBJETIVOS PARTICULARES

Al terminar el estudio de esta unidad, el alumno:

I. Habri construido el conjunto de los mimeros racionales, a
partir del conjunto de los numeros racionales ne negativos.

I1. Podra reconocer la equivalencia entre fracciones.
II. Conocera la relacién de orden entre los niimeros racionales.

IV. Manejara la adicién y sustraccién de numeros racionales, y
sus correspondientes propiedades, en la resolucién de ejer-
cicios y problemas,

V. Manejara la multiplicacién y divisién de ntmeros racionales,
y sus propiedades, en la resolucion de ejercicios y problemas.

I, EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Hasta este momento hemos manejado, en la resolucién de algu-
nos problemas y en la ejecucion de ciertas mediciones, los nimeros
racionales no negatives. Y también hemos aprendido a operar con
los ntimeros entercs, tante positives’ como niegatives. Se nos ocurre
ahora preguntar: ;Existen los ntimeros racionales negativos? De ser
asi, ¢cémo son esos numeros? ¢Tendran aplicaciones practicas?
¢Qué operaciones se podrin realizar con ellos? ;Qué propiedades
tendran esas operaciones?

Tedas estas preguntas, y otras mas que surjan acerca de los mi-
meros racionales, irdn siendo contestadas a medida que vayamos
décimos de segundo antes de un lanzamiento. estudiando las siguientes paginas.
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Croblema,. jCudl es la solucion de cada una de estas ecuaciones?

at+4=0
x4+9=9
> 1
Nt —-==
3 3
y+.8=.2

De acuerdo con nuestros conocimientos actuales, podemos resol-
ver las dos primeras ecuaciones porque sabemos manejar los nime-
I0S enteros negativos. (Asi lenemos que a = —4 y x = —7,) Pero
para las dos ultimas ecuaciones mo hallamos solucién, pues entre

_ 5
los numeros que conocemos no hay ninguno que sumado con - nos

i
dé 5 ° alguno que sumado con .8 dé la suma .2,

Sin embargo, la resolucion de las dos primeras ecuaciones nos
sugiere que las dos ultimas podrian tener solucién si contdramos con
otros numeros negativos, y éstos serian precisamente numeros ra-
cionales negativos. (Qué mimero negativo se le ocurre a usted como

[~
solucién de la ecuacién n + % = §? ¢Y qué numero negativo po-
dria ser solucién de la ecuacién y+ .8=.27

A fin de tener la posibilidad de resolver ecuaciones como las an-
teriores, el hombre cred los niimeros racionales negatives. Y los creé
de una manera muy simple: Por cada racional positivo inventé un
racional negativo, al que llamoé su opuesto.

Asi, por ejemplo, conociendo el nimero 1 inventé el —1 (“menos
3 i 3 3
uno™); dado el nﬁmoero i inventé el numero ~F (“menos ;13’); para

el ntmero .5 inventd el —.5 (“menos .5") etcétera.

De esta manera, tode racional positivo tiene su opuesto negativo;
o bien, todo racional negativo tiene su opuesto positivo.

Elercicio L. De acuerdo con la idea anterior, complete las ex-
presiones siguientes.

a) El nimero —8 es el opuesto del ntimero
b) El opuesto del nimero .6 es el racional negativo
¢) El opuesto de .68 es el racional negativo
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12
d) El namero 5 es el opuesto de

1

e) Los nameros 57 son opuestos.

f) Los nimeros —4.2 y SON opuestos.
g) Los numeros —7.3 y 7.3 son

Con los ntmeros que llevamos estudiados hasta aqui podemos
formar tres conjuntes: el conjunto Q' de los racionales positivos,
¢l conjunto Q- de los racionales negativos y €l conjunto que tiene co-
mo Unico elemento al cero:

Si ahora consideramos en un solo conjunto todos los elementos
de estos tres conjuntos, tendremos lo que se llama el conjunto Q@ de
los ndimeros racionales.

Homeros racjon_ue
cies
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1. Los nameros racionsles en la recta numeérics

La idea de mimeros opuestos se puede ilusirar con mucha faci-
lidad en la recta numérica. Ya hicimos eso al estudiar los numeros
enteros en el curso anterior; ahora 1o haremos con los nimeros ra-
cionales.

3
Consideremos, por ejemplo, el numero 5 en la siguiente recta
numerica. (Obsérvese que queda a la derecha del cero.)

(4] 1
<} i : I -

CAESR ]

El opuesto de este numero se localiza en el otro lado, a la izquier-
da del cero.

¥

3
(Obsérvese que el compas nos permite localizar el punto 3
de tal modo que su distancia al cero es igual a la distancia que hay en-
3
tre — vy O.
re 3 y 0.)

3 3
Si representamos estos numeros, (Z y _Z) con flechas o des-

plazamientos, observamos que éstos son de la misma medida, pero
se realizan en sentidos opuestos.

= _ f e } g f + H

P
& w
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En resumen, si deseamos ilustrar niimeros racionales con la rec-
ta numeérica, podemos hacerlo sefialando puntos en ella:

—1.5 —1
i {
Racionales negativos

i -

— | e
[ 1]
bl | .

I!I. 1.5

T -
Racionnles positivos

(Observese que el cero ne es positivo ni negativo.)

O bien, podemos trazar flechas que indiquen los desplazamientos
correspondientes a los nimeros que deseamos ilustrar:

I ]
]

13
4

Ejercicio 2. Localice en cada recta numérica los ntmeros opues-
tos a los que estin sefialados.

0 1 2 3 4
a) < =::.‘H:;:H:H$=. >
4 2
b) < D S
1. 3 8 '
3 2 3
_2 ..1 ﬂ
c) <—b ——t—— =
4
-0 —_—
d - S S T —
5 3
2 2
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€)
o 2_ i 1 | O W | | Y L } [y
- T T LA | T - & - T -
K. T 9
10
) P V. BN =
- - g - ¥ - T - L
4 2
3 3
g)
-y _ll. 1 o= L L = L L & 1 O | .
e T T - T ) - T T - T - L
—.8 _1 —.2
2

Ljercicio 3. En cada recta numeérica senale los desplazamientos
que corresponden a los mumeros dados.

11 & i
@ 733 k =
8, —.8 = R, -
B 8 1.2
c) 14, —14 < e
3 3 0 1
d) —1-, 1= < +———— &
) 4 4
e) 2.5, —2.5 - 9t —

En esta ilustracién de los nimeros racionales (la recta numé-
rica) podemos apreciar de inmediato que los nimeros enteros som
niimeros racionales. O sea, que el conjunto Z es un subconjunto del
conjunto Q. Este hecho también puede ilustrarse con un diagrama
como el siguiente:
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En virtud de que todo numero natural es entero, podemos hacer

un diagrama como el siguiente, para ilustrar la relacién que hay
entre los conjuntos N, Z y Q:

IN ¢ z ¢ q

(“N es subconjunto de Z y Z es subconjunto de Q".) Aqui ob-
servamos que todo mimero natural es entero y todo nimero entero
es racional y, por lo tanto, todo mimero natural es racional.

fjercicio 4. Encuentre una fraccién que denote al nimero en-
tero dado en cada inciso.

a) 6 = b) —2 = c) 100 =
d) —50 = . e) —500 = . f) 340 =
g) 0= k) —100 = i) —125 =:

Algunas aplicaciones practicas de los nimeros racionales

En el curso anterior vimos que los nimeros enteros se utilizan
en situaciones en las que es necesario considerar posiciones o mo-
vimientos con cierto sentido. Por ejemplo, para marcar temperatu-
ras bajo cero o sobre cero; o bien, para sefialar desplazamientos
hacia la izquierda o hacia la derecha de un origen.

Ahora que estamos manejando numeros racionales, podriamos
utilizarlos también para esos casos y otros mis que son semejantes,
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Ejemple.  Podemos decir que una temperatura de 3.5 grados bajo
cero es una temperatura de —3.5 grados.

Una temperatura de 2.3 grados sobre cero se indica simplemen-
te como 2.3 grados.

(E\’/ P— __3 = e T I 3 ; ; _;_)

2.3 grados

Ejemplo. Tomando una ciudad como punto de partida, un des-
1
plazamiento de 35 kilometros, efectuado por una persona hacia el

1
Este, podria indicarse como el desplazamiento 3E

8o
-
b
[
£

&

En tal caso, un desplazamiento de 2.8 kilometros hacia el Oeste
podrd indicarse como el desplazamiento —2.8.

A/

1
Eiemplo, La posiciéon de un objeto que estd a Si metros sobre

. 1
el nivel del mar puede indicarse como la posicién 5;
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1
5~ metros
4

“—/‘k\\

De acuerdo con esto, la posicién de un objeto que se encuentre
a 1.7 metros bajo el mivel del mar deberd indicarse como la posi-
cidon —1.7. '

Giemplo.  En la situacion financiera de un negocio, una ganan-
cia de $545.75 podria indicarse con el nimero 545.75. Asi, una
pérdida de $320.50 tendra que anotarse como —320.50.

Iijercicio 5. Piense en otras tres situaciones en las que se re-
quiera la utilizacién de los nimeros racionales,

3. Los cocienies de enterss son numeros racionales

En el curso anterior, al estudiar los numeros enteros, vimos que,
manejando solamente esa clase de numeros, era imposible hallar
el cociente de divisiones como

-7 -8 3
4 T —186 g

I

2 e

Es decir, habia divisiones de enteros que no podian efectuarse.
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o)

Ahora que conocemos los nimeros racionales podemos ver, en
una ilustracién, cudl es el resultado de efectuar divisiones como
esas.

¢Recuerda usted cémo ilustramos la multiplicacion de enteros? / 3
Para ilustrar la division vamos a utilizar exactamente los mismos ele- ; } | -
mentos. Veamos en algunos ejemplos cémo se hace este trabajo.

41

-1+ ~1f
Tomamos el punto —3 en el eje |Por el punto 1 del eje de las or-
de las abscisas y el punto 2 en el |denadas trazamos una paralela
eje de las ordenadas y trazamos|al segmento anterior. El punto

Ejemplo. El cociente que resulta de dividir 3 entre 2 se puede
encontrar graficamente asi:

punto 2 (el divisor) en el eje de

%) A b) N el segmento que los une. donde esta paralela corta al eje de
3 3 las abscisas es el cociente que
5 buscamos.
! Segiin puede verse en la ilustracién, el cociente de la division
i . 3
! | (=3) = 2= es €l nimero racional 5
Il 1 L |
% | " PR I
| -3 = = B
—14 4 |
- Por el punto 1 del eje de las orde- | Ejemplo.  Determinemos graficamente el resultado de la divisién
gg?:fgf :'lepélélngagiglVldeni nadas trazamos una paralela al ]
' ] 1948 ¥ € segmento que tenfamos. El punto 3+ (-2)=

donde esta paralela corta al eje 3
ﬁinctidgﬁzdjieyeg,?zgéospue,llézg- de las abscisas es el cociente que g e
buscamos. V.
= S ST 0
Segun puede apreciarse en la figura, el resultado de la divisién ' v J -5 *
3 2
3+2= es el nimero racional S i § g
— 2 -9
3 -9 = 3 Tomamos el dividendo (3) en Por el punto 1 del eje de las
) el eje de las abscisas y el divi- | ordenadas trazamos una para-
sor (—2) en el eje de las orde- | lela al segmento que tenemos.
nadas, y trazamos €l segmento | Esta paralela corta el eje de las
Ejemple. Encontremos grificamente el cociente de la divisién cuyos extremos son esos dos | abscisas en un punto que es el
puntos. cociente 3 + (—2) que bus-
(=3)+2= ¢amos.
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En esta ilustracion podemos apreciar que el resultado de la divi-

3

sion 3 = (—2) = es el nimero ~g

3+ (—2) =|——

Ejemplo.  Encontremos graficamente el cociente de la divisién
(=8) + (~2 =

;

C-NITF,

Lo a5 =1

Trazamos el segmento cuyos| Trazamos una paralela a este

LOS NIMEROS RACIONALES
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Si observamos las ilustraciones que hemos hecho, notaremos que
son cuatro divisiones distintas, pero solo hay dos posibles cocientes:

el namero 5 o bien, su opuesto 5

-3 +2= |=—

3+ -2=|— 3+ -2= |—

:Recuerda usted alguna otra forma de indicar la division?

) dividendo )
Si empleamos la forma ————— = cociente, para expresar las
divisor
divisiones anteriores, obtenemos lo siguiente:

cuyos extremos son el punto
—3 del eje de las abscisas y el
punto —2 del eje de las orde-
nadas. Estos extremos son el
dividendo y el divisor, respec-
tivamente.

segmento (que pase por el pun-
to i del eje de las ordenadas).
¥l punto donde esta paralela
corta al eje de las abscisas es
2l cociente de 13 divisién

(—3) + (-2) =

Segin apreciamos en la ilustracién, el resuitade de la divisién

3
propuesta es el numero 5 Esto es,

-3 %+ —2

[l

3
'

.Qué observa usted de particular en las divisiones ilustradas?

3 [3 -3 [ 3
2 |2 9 9
-3 [3 3 T2
—2 | 2 = I 7

En cursos posteriores se demuesira que esta forma de localizar
graficamente el cociente de dos niimeros es correcta. De modo que,
considerando la validez de esto, podemos hacer la siguiente afirma-
cién: Los cocientes de nimeros enteros son nimeros racionales. Y
aun mds, podemos sefalar que si m y n son dos nimeros enteros

positives, entonces

—1m m m
n —n [/

-7 m

-—n n
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Hjercicio 6. Encuentre graficamente, en un sistema de coorde-
nadas, €l cociente que se pide en cada inciso. Después escribalo en
el cuadrito correspondiente,

a)%= f)—_;:
b);—3= g)——_-_%z
c):—z= h)_izz
d)%—— 1)%?—

&) 5= ) ==

Segun podemos observar, cualquier fraccién (o cociente de en-
teros) solo puede denotar un racional positive o bien, un racional
negativo o bien al cero. Parece entonces natural clasificar también
a las fracciones en positivas, negativas y el 0.

Asi, si una expresién denota un racional positivo, diremos gue
es una fraccion positiva v si denota un racional negativo, diremos
que es una fraccion negativa.

Ejemplo.  Las siguientes fracciones son negativas:

=5 =8 —=3 1 3 8 2 1

2 4 5 -2 -4 -4 3 2
Ejemplo.  Estas otras son fracciones positivas:
3 5 12 7 -2 —-12 -4 -5

48 3 2 -3 -3 -5 -6
Ejercicio 7. De las siguientes fracciones, encierre en un circulo
rojo las que son negativas y en un rectangulo azul las que son posi-

tivas. Si denotan el cero, simplemente tachelas.

» -3 -6 12 0 0 —2 5 10 __1

8 9 —4 —15 8 -3 —1 -6 12 4
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I, FRACCIONES EQUIVALENTES

Problema. Localice en la siguiente recta numérica los nimeros
2 4 8
3671

i L L i i L 4 I I\ [l i Il i
- T T T 4 T T T T T 4 t T

;Qué nota usted de especial?

e ¥
Problema.

: N 1 2 4
Localice los numeros 3 3% y 3 en la siguiente
recta numeérica.

. | | | | L 1 il i
i T T T T T T T T

+o

¢Observa usted alguna particularidad?

Si aceptamos que a cada punto de la recta numérica le corres-
ponde uno, y solamente uno, de los elementos de Q, entonces las

. . 4
fracciones TE y T (que corresponden a un mismo punto en la
recta numérica) son nombres distintos de un mismo numere Ta-
" ! . 2 4 8
cional. Dicho de otra manera, las fracciones T ¥ 5T son fracciones
equivalentes.
Por eso se acostumbra escribir
2 4 8
3 6 12
< : 1 2 4
También tenemos que las fracciones 3 T2 ¥ 3 son frac-

ciones equivalentes; es decir, todas ellas nombran el mismo ntmero
racional. Esto se ve ficilmente en la recta numeérica al observar que
las tres fracciones corresponden a un sélo punto. Entonces, también
podemos escribir

I
| D
Il
(== J I

Bo| =
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Fjercicio 8 Encuentre una fraccién equivalente a la fraccién
equivalente a la fraccion que se da en cada inciso.

51 3 7
# = g™ T
3 5 10
— = Y ——m = f\l — e
=3 ¢T3 ’ 715
-5 3 e
e b= Sk

Problems. (Coémo se sabe si dos fraccienes dadas son equiva-
lentes o no lo son? Por ejemplo, yqué haria usted para determinar

8 14
si las fracciones T y T son equivalentes o no? ;Usaria la recta

numerica? :
Antes hemos visto que si a, b, ¢, d son enteros positivos, entonces

c
d

ol i~

si,ysblosia-d=b-c

Mas adelante veremos que lo anterior es vilido también cuando
a, b, c y d son enteros cualesquiera (con b y d diferentes de cero).
Esto significa que el criterio para reconocer cuiando son equivalentes
dos fracciones dadas, puede ser aplicado también para el caso de que
las fracciones sean negativas.

2 4 .
Bjemplo. Ya sabemos que = y == son fracciones equivalen-

tes. Podemos observar que ambas fracciones son negativas y que el
producto 2 X8 es igual al producto 4 X 4,

-6 -3
¥jemplo. Dadas las dos fracciones 7 V= tenemos que
-6 -3
"4 2

pues ambas fracciones son negativas y los productos 6 -2 y 4- 3 son
iguales.
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—5 —15
Ejemple. Dadas las fracciones =y y —35 encontramos que
son equivalentes, Esto es,
-8 =15
-6 —18

pues las dos fracciones son positivas y los productes (5), (18) y
(6) (15) son iguales.

Observacién:  Ya habrd usted notado que dos fracciones equiva-
lentes satisfacen los dos requisitos siguientes:

1) Ambas son positivas o negativas. (Lo cual es légico, pues las
dos deben nombrar un mismo ndmero.)

2) Los productos “cruzados” entre sus numeradores ¥ denomi-
nadores son iguales.

8 14
Ahora podemos decir que las fracciones 1-2- y 5T mencionadas

antes, son equivalentes, pues ambas son positivas y los productos
8 X 21 y 12 X 14 son iguales,

Ejercicio 9. Diga usted si las fracciones dadas en cada inciso
son equivalentes o no lo son. (Cuando no sean equivalentes diga
por qué.)

Y 9 5%

FRAET) 27 10

4 -8 12 —8
ey === — d) —— _—
) 5 T3 ) 873

—98 98 ~30 10
€ — e — ==
el 15 ° —5

13 96 9 -14
E) — y — By ——

s '3 = T
3, 9 , =6 2

8’ —o4 V3 Y 1
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[ll. EL. ORDEN ENTRE LOS NUMEROS RACIONALES

Problems. En el observatorio meteorologico de una ciudad cer-
cana al Polo se vio un lunes que el termémetro marcaba 2.5 grados
centigrades por la manana. Al dia siguiente, a la misma hora, el
termémetro indicaba una temperatura de —3.1 grados. ¢Cudl de es-
tas temperaturas fue mayor, la del lunes o la del martes?

Para resolver este problema, y otros parecidos, es mecesaria co-
nocer el orden entre los nimeros racionales.

Ya hemos aprendido a ordenar nimeros racionales no negativos
(y también numeros enteros) valiéndonos de la recta numérica.
Ahora, para ordenar numercs racionales cualesguiera, seguiremas

con el mismo criterio:

Dados dos numeros racionales cualesquiera, es mayor aguel
que en la recta numérica queda a la derecha del otro.

jempls.

1 1 (1 1)
— BS Imavor ue — — — .
2 yor qué 2 \3” 8

Y

ool
IR ]

1 1
ijemplo, O s mayor que =3 (0 > ~§)

(Aqui observamos que cero es mayor que cualquier namero ne-
gativo pues todo negativo queda siempre a la jzquierda del cero.)

Ejemplo,

1 1
— €5 mayor que = .
10 JRE A A (10 - O)

LOE NUMEHOS EACIOMALES B3

(Aqui observamos que 0 es menor que cualquier nimero positivo

pues todo positivo queda siempre a la del cero.)
Ejemple. .6 es mayor que —.8 (.6 > —.8),
=3 0 1

' (Aqui observamos que todo mimero positivo es mayor que cual-
quier namero negativo, pues-los positivos estdn a la derecha del
-)
Con esto ya podemos resolver nuesiro problema inicial diciendo:
Es mayor la temperatura del lunes, pues 2.5 es mayor que —3.1”.

Fjercicio 10. Ordene, de menor a mayor, los nimeros que se
dan en cada inciso. (Si es necesario, aytidese con la recta numérica )

113 - ¢ S
a.) = Thrr Y= ' E }-_ 3 I : i ‘]—. E— 3
6 6 8 3 a 6’ 3l g
2 3 —2 < e
b forrpras B R - L 1 B
) 10 5’ 1 2
¢) 3 0 —1 - 4
9 g 3 "
p)
'_3 1 < 10 4
d) —, —1, - R Ll
e) 0, —1.5, —2.5 = L. y
f) - — — v i =
3 6 3 L
‘_-' q[ -
g) 1.8, —1.2, 0 + »
h) o D _‘9, __12 - { ? =
5 10 | =
Fjereicio 11. Indique el orden entre los niimeros dados en cada

inciso escribiendo el signo > o el signo <, segin sea el caso. (Si se
trata del mismo numero escriba el signo =).
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-3 1 5 5 =2 1
%) Mg ). 3 g °} — Mg
1
d) .1 -3 )z B £) 1.3 —1.6
3 T i) 2. 3
g) 3 -1.5 h) 1.5 | = 7 7
9 -5 —-18 —-35 —32 —50
3 = . k) R 20
3 3 10 - 10 20 20

Ya habri usted notado qué facil es ordenar los nimeros racio-
nales cuando estdn expresados por medio de fracciones que tienen
un mismo denominador. Cuando tengamos duda sobre el orden de
dos 0 mas ntimeros, podemos hacer uso de este recurso: Sustituimos
las fracciones dadas por otras fracciones equivalentes que tengan un
mismo denominador, y luego observamos el orden.

3 2
o7 Comos=g%a
:d 3—3X3—9 decidimo.s ue3esmaor e%

273 ax3 12 me 3 vor e g

» 2 4 5 10 & 12
Ejemplo. 3 <§’ pue E<iE

Fjemplo, (Qué nimero es mayor, 5

) 3 25
Ejemplo. 10 > 100
pues ﬂ > 3_5_
100 ° 100

Fiercicio 12, Sustituya cada par de fracciones por otras equiva-
lentes que tengan un mismo denominador y luego indique el orden
entre los nimeros, tal como se hace en el inciso a).

T 372 1 3
V33les s 53
3 4 3 4
)33 7 g
4 9 4 o0
®) 38 3 8
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3 2 <
d) L E ‘%
4" 3. 4 3
_5 _ e |y
e) . _7 _5 __7.
2 3 2 3
) -3 —11 =3 —11
4’ 12 4 12
1 -1 1 -1
g) \_: Era —=
2" 3 2
) =17 —3 =1% | =3
8 ' 2 8 9
Propiedades basicas del orden

Las propiedades del orden entre ntimeros enteros, que ya hemos es-
tudiado en otro curso, valen también para ntmeros racionales. jLas
recuerda usted? A continuacién las anotamos para que nos sirva
s6lo como un recordatorio.

Tricotomia

Dados dos nameros racionales a y b, cualesquiera, siem-
pre ocurre una, y sélo una, de las tres posibilidades siguientes:

[>3) =% [@<7]
b
=
a

e s

a b

-

b a

Transitividad

Dados tres nimeros racionales a, b, c.sia < b vy b < ¢, enton-
ces a < ¢
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En una competencia de relevos, un corredor inicié

Prohlema.

3
en la linea de salida y avanzé 1 de kilémetro. Si su relevo corrid
3 g o ; .
otros 3 de kilémetro, gqué distancia corrieron entre los dos?

Problema. Una manana de inviermo se vio que el termémetro
marcaba —2.5 grados. Despu¢s de dos horas se hizo otra lectura y
se encontré un aumento de 3.8 grados en la temperatura. ;Cudntos
grados marcaba el texrmémetro en la segunda lectura?

Para resolver problemas como éstos es necesaric conocer las ope-
raciones que se efectiian con los niimeros racionales, A continuacién
estudiaremos tales operaciones y sus propiedades.

IV, ADICION Y SUSTRACCION DE
NUMEROS RACIONALES

Tal como hicimos antes al estudiar la adicién de enteros, aqui
estudiaremos por separado los tres casos de adicion que se presen-
tan al operar con nimeros racionales,

Primero repasaremos el caso en que los dos sumandos son posi-
tivos; después veremos el caso en que los dos son negativos y, por
altimo, el caso en que un sumando es positivo y el otro es negativo.
Posteriormente utilizaremos este conocimiento para efectuar sus-
tracciones.

1. Adiecion de dos sumandes positivos
Este es €l caso que conocemos desde la escuela primaria. Aqui lo
repasaremos con algunos ejemplos y ejercicios.
2 &

Ejemplo, 3 §=
En la recta numérica se puede ilustrar esta adicién de la si-
guiente manera:

+a

4

4
i I

e
¥
e
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= 2 5 T

81 Vemos que — = =]y

wEETE s

(Se imagina usted un problema de “recorridos” o de temperatu-

ras, como los que presentamos antes, que corresponda a esta adicién?
1

Ejemplo. — 44— =
3 2
Para efectuar esta adicién es necesario sustituir las fracciones
dadas por otras equivalentes a ellas, que tengan un mismo deno-
minador..

Como . =2—) y 1=§-, tenemos gue
3 672 6

1 1 2 3

372766

En la recta numérica podemos ilustrar esto asi:

1 2 3 4 5

- g 6 & ©& 8 ¢ 1 o
T T 4 =
3 2

o3|

1 1
De modo que — + — =
3 2

Ejemplo.

S+ .38=

5 3
Como 5 = 0 y 3= T podriamos ilustrar esta adicién asi:

4o
-
=)
[
=
-
=
_810.
=3
=
ol
Bl
Tale
Tole
e

4

o ——————————

i3 e BT

8
Y vemos que .5+ 3 = E Esto es, .5 + .3 = .8.
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Ejercicio 137, Efecte cada adicién e ilustrela en la recta nu-
meérica
6 8 o
a)__]__—_ - T S A A Y S N .
10 10
4 53 0 1 2
D) =4 == < o ———+—+ =
)6 6
o 22 o . N B B g
4 4 i ] T Al 1 T L} T T -
53 6 0 1 2
d) -+ == - —t—t—t——t———t—t——t—t——
)7 7
1 2 o 1 2
8) & I - Attt =
)2 3
v 12 1 0 1
£y < 4 - =
)3 4
3 2 0 1
g)—16+g= —t—t———t—
5 1
h)y —+—== A
8 3
10
i)—59*+i0—= — ™t .
100 100
" G ||l|}rlljllllljll -
j).6+.8= <+ ——t—r—t—r—r1T1T+1 e &
1o
k) .65 + 25 = - ?u:}o i >
z
I) 0.7 + 0.9 = = 1:;:;::11{?5.".::4::}:: &

2. Adicion de dos sumandos negativos

Si deseamos efectuar, por ejemplo, una adicién como

—5

4

+ (-

6

4

)

LIS
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primero podriamos ilustrarla en la forma siguiente:

11
T2
-3 ¢ -2 =1 0
-t i
B 5 !
& -3
Asi ) 5 ( 6) 11
51 encontramos que —-— —_— ] = ——
E 4 4 4

Ejercicio 14.

Una adicién como

Invente dos problemas de “recorridos”, o de tempe-
raturas, que correspondan a la adicién anterior.

1 1
__g 4 (—-é_) , por ejemplo, se puede

efectuar sustituyendo las fracciones asi:

1

3

«lgl= g1

Esto lo ilustramos en la siguiente forma:

-5 _4 3 _2 1
1 & 8 68 6 6 0
—
——
1 .
T2 3
1 1 5
y vemos que —— + | —= ] = —=
3 2 6
Con una adicién como =+ (—.3) podriamos proceder
asi:
9 8 7 & 5 4 3 2 1
-1 10 10 19 10 10 10 10 10 10 0

L i
T T T T T T T T T

e — ___' " .|
—3 =4

—4+ (—3) =
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Efectiie las adiciones siguientes e ildstrelas en la

Fjercicie 1§,

recta numeérica,

1
4 ( 4) T o
a) ——+ {—) = <t et
5 5
3 6 -3
by —+ (-2) = 4 Bo
8 8

S’
I
B
|
-] b
+o
A J

c) —3+
2

S’
I
4
1
Tl
+o
¥

(
o 3+ (-2
(

1 2 -3
e) — + ——) = - L4 ? .
2 3
1
£) —E—'r(—i): » Re .
5 2
g) —4+(—.4)= a— = -
h) —-0.7+ (—-0.8) = - “.}:.‘:;::::;? >
.10
i) —45+ (—.40)= = el S

Los anteriores ejemplos y ejercicios nos sugieren un procedimien-
to rdpido para efectuar adiciones de dos sumandos negativos, Vea-
mos los pasos de este procedimiento en la adicién siguiente:

—45.2 + (—36.5)=

Los NUMEROS RACIONALES

Primer paso.
ran positivos.

7l

Efectuamos la adicién como si los sumandos fue-

45.2 + 36.5 = 81.7

Segundo paso.
mos, y escribimos:

Consideramos el opuesto de la suma que obtuvi-

—452 + (—36.5) = —81.7

Ejercivio 16.

NENES
©) ;g4+(_-2i8). N
)3 (-3)-

g) — .93+ (— .64) =

i) —76.3 + (—56.8) =

Efectiie las siguientes adiciones.

n e (-2)-

59 T3
%~ | ")

7

h) — 1.07 + (— 3.45) =

i) —305.1 + (—809.6) =

3. Adicién de un sumande positive y une negative

% 7 5
Una adicién como 7 + (— _) =

4

por ejemplo, puede ilus-

trarse en la recta numérica de la siguiente manera:

o 1 2 a 1 5 6 7 2 g
J a 4 a4 1 g T
~ 4
) 7 5 2
Asi vemos que — + | —— | = | —
4 4 4

Fsta adicién podria corresponder

a

un problema de “recorridos”

(como los que hemos visto anteriormente. (Note usted que el “reco-
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rrido” positivo es mayor que el negativo y, por esa razém, la suma
obtenida es un ndmero positivo. )

;o 5 3 )
La adicién — 3 + 3 = » por ejemplo, podria ilustrarse asi:
1 B z __ § . 5 ‘3 _ 3 o £ 1 [F]
. 8 ® & @8 ® & @
+3 L
Aqui ve - 8 2
1 11108 ue — — —_—— ==
q 4 g8 8 8

(Note usted que en este caso el recorrido negativo es mayor que
el positivo y, por ese motive, la suma que se obtiene es un numero
negativo. ) __

Si tuviéramos fracciones con distinto denominador, para efectuar
la adicion primero tendriamos que sustituir esas fracciones por otras
equivalentes, de igual denominador, y luego procederiamos como
en los dos ejemplos anteriores. Y si los sumandos estuvieran en no-
tacién decimal, también hariamos la sustitucién.

Liereicio 17, Efectiie las adiciones usando la recta numérica y
luego complete las expresiones.

2 (-4)-

El recorride mayor es

positivo, negativo

La suma es un niimero

positivo, negative
11 6

El recorrido mayor es

b)

positive, negativo

LOS NUNMTEROS BACIONALES T3

La suma es un numero

positive, negativo

El recorrido mayor es

positivo, negativo

La suma es un nlimero

03+ (-1)-

positivo, negativo

El recorrido mayor es

positivo, negative

La suma es un namero

03 (-3)-

El recorrido mayor es

positivo, negativo

positivo, negativo

La suma es un nuamero

positivo, negativo

Los ejemplos y ejercicios anteriores sugieren un procedimiento
para efectuar adiciones de racionales positivos y negativos. Veamos
los pasos de este procedimiento en el siguiente ejemplo:

—445 + 8.3 =

Primer paso. Manejamos los sumandos como si fueran positi-
vos y buscamos su diferencia.

445 — 83 = 36.2
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Segunde paso. Para saper si la suma serda postiva o negativa,
nos fijamos si el sumando que indica el recorrido mayor es positivo
o negativo. En este ejemplo el recorrido mayor estd indicado por el
—44.5. Por lo tanto, la suma es negativa.

—44.5 + 8.3 = | —36.2

Fiercicio 18, Efectie las siguientes adiciones.

_6 'l_g_=
%) 70 " 10

16 40)
C)ﬁ+(_ﬁ):

&) =

oot (-3)=

i) .65 + ( — .34) =

+E:
3

] o

k) 56 + (— 1.91) =

14 35
e
5 3\ _
f)'é%(_‘i)‘
2 3
B) —5+3=

j) —2.08 + 4.56 =

1) —6.3 + 295 =

4. Propiedades de la adicion de racionales

La adicién de ntimeros racionales tiene las mismas propiedades
que la adicién de enteros. ;Recuerda usted cudles son?
En el siguiente cuadro las anotamos para que nos sirva como

recordatorio:

Propiedad Si r, s y t son nimeros racionales, entonces,
Conmutativa r+s=s8s+r

Asociativa (r+s)+t=r+(s+18

Existencia del
elemento
neutro

r+0=0+r=r

Existencia del
inverso
aditivo

r+(—-r)=20
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Bjercicio 19, Aplique las propiedades que convengan para efec-
tuar mas facilmente las siguientes adiciones.
5 S
a) =+ 8+ ==
) 8 8

7

15 7

c) 3.68 + 2

9 9
i—( -2_]_)+O+ﬁ_

15 —10 - 21
et ) (F) e

o Le(-

8
3 1 3
o + o = =
) t55+3

£) 5+ (—.13) +25 + .13 =

g) 539.6 + (—74.78) + (—539.6) =

h) +75.2 + 57.98 + (—5) + (—57.98) =

5., Sustraccion de niimeros racionales

Para indicar una sustraccién de niimeros racionales se usan ex-

presiones como ésta:

-(-)-

Y la sustraccion se ha efectuado cuando se encuentra el nimero gue

2
sumado con — 3 da —.

Asi, la expresién

5
8

=6 - 9=

indica que debemos buscar el nimero que sumado con .9 da la su-

ma —. 6.

Con la expresién

1
—5—(=2)=
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. , _ Eiemplo
se indica el problema de encontrar el nimero que sumado con —.2 ' 5 4
1 R (. (.
ha de dar la suma — =. 7 ( 7) 1

2

En general, si 7 y s son numeros racionales, la expresion . _ 4
Aqui el opuesto del sustraendo es 7 Por eso,

r— 8§ =
indica el problema de encontrar un namero (la diferencia) que su- _5_ (_ E) __5_.4_ 1
mado con s (el sustraendo) dé la suma 1 (el minuendo ). 7 7 Y 7= 7
Para encontrar la diferencia de dos niimeros racionales emplea- B e
remos el mismo procedimiento que usamos n la sustraccion de S ;
enteros : —= (_ﬁ) —
ff T 7
En toda sustraccién de racionales, la diferencia se obtiene su- T - A ,
mando al minuendo el opuesto del sustraendo. En simbolos, oy en——— eCer‘ as sustraccx_ones siguientes y compruébe-
las, como se hizo en los ejemplos anteriores.
r—s=1+(—8)
i f BN by 6 2
Ejemplo 8 8) ) g \ 5) -
(-9 '
= a c) B—(—4)= d) 36 —(—28) =
] 5 i ey o ) ===
El minuendo esi y el opuesto del sustraendo es - Por lo €) .L— (- 1.8) t) 143 — (- 184) =
5 1 7 3
tanto, S | =iz ) = _{ - -
| 25~ -5) mg—(-3)-
' 5 3 b
- (-9-3+3-[f 03 (-0 wi-(-)-
3 2 - ?) -
Comprobacion, 13
. k)O—(-—_)= 1) 0— (- .96) =
8+(_'5)_3 o= ) 0— (—.96)
? ? 6 Fjereicio 21, Efecttie las sustracciones siguientes y compruebe
difesencia sustraendo nIinuendo sus resultadoso
Ejemplo, — 2= E = 7_5
- 2- 4 w-L-8. by _3_8_
Aqui el minuendo es — 2y el sustraendo es .4. El opuesto de 5 5
éste es — .4, Por lo tanto, &y — 13 9 _ a 34 18
~g—d=—-2+(—®)=[=86] ' 15 15 30 40
1'.‘-1\:!';:";';-‘."_a'.'d'-:-,_.H: | e) = = '8 = f) — 1.6 — 2'3 =
-6+ 4=—2 |
| g) —59-38= h) — 30.58 — 28.31 =

diferencl. gustraendo minuendo
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. 1 3 i — 4 2 _
5 3 7 1
- 1y — —— ==
&) 8 5 ) 12 4
9
= = A O —_—_=
m) =19 nETE
Ijercicio 22 Efectie las sustracciones siguientes y compruebe

sus resultados.

o-i-(-3-M w3 (-
0 -4-(-5)-
o (-3)-M o)
o-2-(-5)-M »-2-(-D-

i) —408 — (—'73.5) = j) —.003 —(—2) ="

Como puede usted darse cuenta, siempre es posible efectuar una
sustraccién de numeros racionales. O, dicho de otro modo, la dife-
rencia de dos miimercs racionales siempre es um nitmero racional.
Esto se debe a que la diferencia se encuentra sumando dos raciona-
les y la suma de dos racionales siempre es un racional.

Bjercicio 23, Aplique lo que sabe de adicién y sustraccién de ra-

cionales para resolver las siguientes ecuaciones.

) T 3 2
Ei)5 5 b)'? 7
)4+ ”—1 d = 9
c_§ = 3 ) .6+ = =
e) 0+ = — 6.8 f) 54 + — — 95§

LOS NUMEROS RACIONALES
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1 5 2
— — g 7
= IL =
3 1 5 3
i) 717973 j)—g‘szz
Yy = b:
k) —63+d=4.1 1) 92 +e=145
d: g =
9 15 14
m) ——+tj=—— — -
) “qg tf 10 m g thE o5
f= h =
2 7
0) —=+x=— )~1_4 = 2
3 P 15 4T 75
x: y:
q) —95+nm=0 r) 1397 +t=0
n = pas

' ‘Seguraxlnente usted ya observé que todas las ecuaciones en el ejer-
cicio anterior son del tipo

5+ .x =

un racionil un racional

la incégmita
¥ que la SOlUCjén Se encuenira restando r— &

Si las escribimos en la forma

a g c
5 EE
la solucién podra indicarse asi:
¢ a
N = o e
d b
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6. PROBLENMAS

En la resolucidon de los siguientes problemas deberd usted aplicar
sus conocimientos sobre la adicién y la sustraccion de nimeros ra-
cionales. Y si usted puede establecer una ecuacion con los datos
de cada problema, es casi seguro que bhallara mas tacilmente la so-
lucion.

1. Un cuerpeo estudiado en el laberatorio tenia una temperatura
inicial de —8.3 grados y luego sufri6 un aumento de x grados. Si
la temperatura final fue de —1.2 grados, ;cudl fue la variacién que
hubo?

2. El estado financiero de una empresa se habia anotado como
— 12 748.00; pero, después de efectuar un trabajo que tenia contra-
tado, la situaciéon cambid a 38 815.65. ;Cudl fue la ganancia que
logro la empresa con ese contrato?

3. Un submarino estaba situado a —93.60 metros del nivel del
mar y luego empezo a ascender. Si su posicion final fue de —2.50,
Jjcudntos metros ascendié?

4. Un helicoptero despega de un punto que esta a 980 metros
del nivel del mar; se eleva 530 metros y luego desciende en otro
punto que tiene 620 metros de altura sobre €] nivel del mar. ;Cudn-
tos metros descendid ese helicoptero para llegar a su destino?

5. La era que vivimos tuvo su inicio con el nacimiento de Je-
sucristo. Esto es, el ano cero es cuando nacié Cristo. Si Pilatos na-
cid ¢n el ano —18 y Cristo murié en el afio 33, ;qué edad tenia Pi-
latos al morir Cristo?

6. La temperatura inicial de un cuerpo era m. Después hubo una
variacién de 6.3 grados y se llegé a la temperatura de —5.8 grados.
¢Cual fue el valor de m?

7. Un cuerpo tenia x grados de temperatura y luego sufrié una
variacion de —35.4 grados. Si su temperatura final fue de —6 gra-
dos, gcudl fue €l valor de x?

8. Para efectuar el lanzamiento de un cohete espacial se ini-

. 1 1
cla el conteo a las — 135 horas. Si dicho lanzamiento se retrasé 85

horas, jcudnto tiempo durd el conteo?

4 6 3 9 27
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V. MULTIPLICACION Y
DIVISION DE NUMEROS RACIONALES
Para multip_li‘car dos numeros racionales cualesquiera, efectua
mos “la operacion como si los factores fueran siempre positivos, y
luego _de_cldxmos si el producto ha de ser positivo o negativo tomando
en consideracion las siguientes reglas:

L. Si los dos factores son positivos, entonces el producto es
es positivo,

2. Si los dos factores son negativos, entonces el preducto es
posttivo,

3. Si un factor es negativo y el otro es positivo, entonces el
producto es negativo.

ILiempla.

3 5 15 216 (32
a —— —_ = b — _— =
)3 X% |m ) 379 a7

d) 15 x2= 3.0]

¢) TX (.9) =| .63]

Bum plo

-2 (-9 E] w(-H(9-[F
&) — 7(—.9) =]E:

Ejempio.

d) (- 15)(—2)=| 3.0

24
(=D (9 =-.63 d) (+1.5)(-2) =|- 3.0
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fijercicio 24. Efectie usted las siguientes multiplicaciones.

a) (14)(1.5) = b) (2.6)(.5) =

o (-3)(-3)- B 2 (R)(3)-
o (-1)(3)" 0 (ss)(-7)~
g) (—45)(— 2) = h) (—5.4)(.5) =

2 (3)(2)- B v (-9)()-
k) (95.2)(—4) = 1) (—68)(—2)=

m) (— 5.35)(100) = n) (—.01)(796) =

o (si)(-140) -

I, Propiedades de la multiplicacion de racionales

p) (—874.5)(0) =

Las reglas gue se utilizan en la multiplicacién de racionales no
fueron establecidas arbitrariamente. Se crearon de manera tal que
la operacién tuviera las mismas propiedades que la multiplicaciéon
de racionales no negativos. Esto es, la multiplicacién efectuada de
acuerdo con esas reglas tiene propiedad conmutativa, propiedad aso-
ciativa, propiedad distributiva, etcétera. Veamos algunos ejemplos
de cada una de esas propiedades.

Propiedad conmutativa. Si @ y b son numeros racionales
cualesquiera, entonces al multiplicar a b obtenemos el mismo
resultado que al multiplicar b - a.

Wijemplo.

03 NUMEHEOE HACIONALES .

(-8)(— 2) =[16]

¥
(—2)(-8) =[1.6]
Esto es,
(=8)(— 2)=|(—-2)(—8)
Propiedad asociativa. Si a, b y ¢ son numeros racionales,
entonces al multiplicar (a - b)- c obtenemos el mismo resulta-
do que al multiplicar ¢+ (b-c) -
[(a-b)-c=a-(b-c)
. ; 3 .1
Si consideramos los factores —2, 7 v 5 vemaos que
(-2)@)6)- @6 =
4)(\5 4 (E) "1 20
y también
3\ /1 3 —6
-9 Y=V =( = — ) = —
(-2)|3) )~ (-2)(20)
Esto es,
3 1 3\ 71
—2)(= s o= = Jil =
[(2)E)]E) - (2)[EE)]
Fiemplo.  Si tomamos los factores —3, — .5 y —4, vemcs que
(=3)(—=.5)N(—4) =[(1.5)}(—4)=|—6)
¥

(-3 -5)(-9)|= (-3)|2.0)=[-6
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Esto es,

[(=3)(=5)](—4) = (—3)[(— 5)(—4)] |

Propiedad del elemento neutro. 8i a es un niumero racional |
cualquiera, al multiplicarlo por 1 el resultado es el mismo a ‘

Ji’ ¥} 4 [ \I!’

(1)(—2.3) ={—2.3

Ejemplo, |

Ejemplo.

(14.853)(1) = 14.853

Propiedad distributiva. Si @, b y ¢ son numeros racionales,
al multiplicar a por b + ¢ obtenemos el mismo resultado que
al sumar a-b mds a-c

a(b+¢) =ab + ac

Ejemple.  Multipliquemos § por —5 + 11

(GlLcs+

Ahora apliquemos la distributividad: ‘

1l

(R

(6)|=

oo

1 1 1
(5)(=5+11) = (5)(=5) + (5)(11) =

11

6
T3 Tz |

| ot

Pp=_-__

1 1 1
(E)( 5+ 11) = £)(=5) + ()

Sjonple. Malipiquemos (~2) por (=1 +7)
(-3)(33) - (-3)@) [ =
(~3)(-a+4) - (2%)('5) (-3)(&) -

14y | 12
(?) 12

C3)Ca9) - () (9) - CIE

Fjercicio 25 Aplique la propiedad distributiva para efectuar las
siguientes multiplicaciones.

) ()3
0 @4+
0 (D (-D)-

d) (—9)(6+ .4) =
e) (—.5)(—8+14) =

Esto es,

Propiedad del cero en la multipicacion. Si a es un nimero ra-
cional cualquiera, al multiplicarlo por cero el resultado es cero

[ a-0=0-a=0 |

Epemplo (3)(—-2 -+ 2) = (3)(0) =
3 (—2+2)=(3)(—2) + (3)(2)

- —-6+6=[0]
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Por lo tanto, (3)(0) =0

Ejemplo ( = .él_)(o)=
et o=Eel <L)

Por 1o tanto,
(~5)(0) D

Propiedad del elemente inverso multiplicativo. Si r es un nu-
mero racional cualquiera, al multiplicarlo por su inverso

R |
multiplicativo, = el resultado que se obtiene es 1. En sim-
bolos,

Observaciones, En los ejemplos anteriores podréd usted notar
dos cosas:

Primera: El inverso multiplicativo de un nimero negativo es
otro niimero negativo. (Pues si no fuera asf, el producto no podria
ser el niimero 1, que es positivo.)

o

LOS NUMEROS RACIQWALES 87

. , . a
Segunda: Cuando un numero estd expresado en la forma —,
b
b
su inversp multiplicativo es = (Esto es asi porque el resultado de

b
(dividir 1 entre g es precisamente —.)
a

b
a

SRS o

Ejercicio 26.

Complete usted la siguiente tabla, tal como se ha-
ce en los primeros remglones.

o . Inverso multipli- o
Ntimero dado RtV Comprobacion
5 9 59 _45_,
9 5 9 5 45
15 4 (_15 (_4) 60 _ .
4 15 4 15 60
-7
10
18
—58
25
7
A4
— 5
(2)(5)=10=1
—.125

¢Cudles renglones de esta tabla le parecieron mds dificiles?
(Aquellos en los que se usd notacién decimal? Recuerde que el in-

verso de un nimero r es el niimero % De modo que, por ejemplo, el

: 1
inverso de .4 seri e 2.5. También, cuando tenga problemas para
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encontrar el inverso de un numero dado en notacién decimal, pue-

: ~ 4 :
de usted hacer un cambio de notacidén, Asi, como 4 = T su inverso
. 10
SETa Z 0 sea, 2.5,

Hjemplo.  ¢Cual es el inverso multiplicativo de .125?
125 1000

—_— Inverso s
F0p0” o VEE 125

Comprebacidn,  (L125)(8) = 1.000 = E’

Ljemplo.  ¢Cual es el inverso multiplicativo de —.04?

100 | T—]
su inverso es — a = |—25.

Como .125 =

4
n virtud d — =
En virtud de que 04 100°

Comprobacién. (— .04)(—25) = 1.00 =

Ejereicio 27.  Efectde las siguientes multiplicaciones aplicando
las propiedades que convengan en cada caso.

a) (2) —.6)(5) =
b) (—2)(14.8)(—5) =

o (3)(m2)(3) -

D (-3)(5)( - )=
(1) (-7
“(—%)(*%
B (85)(~ 3)( -3
h’(“%)@*:;)“

o (Z)(E)(-ww)-
L (558)(765)(558) -
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Hjercicis 24, Efectte las siguientes multiplicaciones.

W (-18)(-3) -
- e (Z)-5)-
o (-%)(-¢)-

h) (— .04)(—35) =
(s)(-%)-

Segun sabemos, efectuar una division es hallar un ntimero (el
cociente ) que al multiplicarse por otro (el divisor) dé como resul-
tado el dividende,

Ya hemos aprendido a efectuar divisiones con enteros y con ra-
cionales no negativos. Ahora veremos cémo se efectiia la division
con racionales cualesquiera. (Positivos o negativos.)

Para calcular el cociente de dos numeros racionales procedere-
mos en la siguiente forma:

Primero. Dividimos como si los nimeros fueran positivos,

Segundo. Decidimos si el cociente ha de ser positivo o negativo,
tomando en consideracion que el producte de ese numero por el
divisor debe ser igual al dividendo.

Eiemplo.

WeT 3 2
Primero dividimos — entre —
4 5
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Como el dividendo es negativo y el divisor es positivo, anotamos

_3
4 | 15
~2 | 8
5

pues, seglin sabemos, el producto de un negativo (el cociente) por
un positivo (el divisor) es un ndmero negativo (el dividendo).

965

—4.96 _in
_12'4 s 1

Comprobacion,

| L0

Ejemplo,

Dividimos como si fueran positivos los nimeros

4
12.4 | 4.96
0

El cociente puede ser .4 0 — .4. En este caso elegimos .4 porque
s6lo asi tendremos que

(4)(—12.4) = —4.96

cociente  divisor dividendo
Por lo tanto,

—4.96 _

—_— =4
—12.4

Ejercicio 29. Encierre en un circulo el nimeroc que es el co-
ciente en cada division.

2 .1 3 10 _10
a) ~ 3 F3" 10 3 3
6 .2 mm 3 3 5

. a1
=L
c) 20=-= - i 2 _ 4
_7 1 4 3
5
2
ay 22 11 4
2 4 4 T
3
— .9
1
e == == =
) 3 3 5 3
- .1
£) — 3 - — & 5] 5
7
g)_—2= - 3.5 +35 35

1. Efectie las siguientes divisiones,

_ 1
9 4 2
a) —— = b) —— = _— =
3 ) 5 c) 5=
4 3
10 4 3
7 9 S
a4y 1 B 4
) — e) — = £ — =
10 3 5
6. 1 5 2
g)g- 7= h>_ﬁ+§=
1
) —=Fs=—= ~ 98+ 2=
) % j) — .98 - 2 =
k) .7+ —-14= Iy =75+ — 5=
—5 18 —9
m) — — S i =
)_3 n) — 0) =

Obse_rve usted que utilizando ntmeros racionales se pueden efec-
tuar divisiones que antes no podiamos realizar con enteros. (Ult-
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mos tres incisos.) Esto significa que siempre es posible efectuar una
division wusande niimeros racionales, 0, dicho de otra manera el
cociente de dos numeros racionales siempre es un numero racional.

ccicin 1. Resuelva las siguientes ecuaciones.

5 1 _2. —3
10 3
T~ a7 = d 36 = — g
¢ 3 4 ) (36)(| )
. 1 -
e) (52)( ) =26 f)(a)( )=.ﬁ
g) 8r=—4 h) — 1x =2
o= e
1)—3 =—§
7 4 j) —5n=2
P = 7=
1) -]—'r=—5
k) —2y = —1 5
y= r =
m) 2.8x = 1.12 n) —3.8z = 190
X = a4 =

Para efectuar una divisién de racionales también se puede uti-
lizar la propiedad del inverso multiplicativo.

El cociente de dos racionales r y s se obtiene multiplicando
el dividendo por el inverso multiplicativo del divisor,

1
== T.',_

5

=

=
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93

Como el inverso de 4 es 41 tenemos que
3
5 3 1 3
& 57317 | a0
2
Ejemp! _,_.3 =
_ 5
4
. 5
El inverso de — 3 es — —. Por lo tanto,
2
32y (-8y-[
G s) [
4
Ejemple, — _1_ CR § =
9 3
_1;_§:(_E) AR
9" 3 9 ( §) |72
_ 'l.]_'-;_[t‘s"\"'ii:if‘- 42 Efectue las siguientes divisiones multiplicando el
dividendo por el inverso multiplicativo del divisor.
. !
_ 3
a) 4 b) 2
3
3
4 7
C =
) —5 4 —4
—95 _
-5 —=3.5
B) 55~ )i —g—=
o= .2 -
) _ ) 100

—4.0 A
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Observae oo Conviene destacar ahora que si k, a y b son ra-
cionales cualesquiera (con k y b= 0) entonces,

ka

.
kb b

Esto puede entenderse ficilmente pues, en efecto,

;Podria usted explicar el porqué de cada paso en la expresion
anterior?

bpervacion.  Utilizando la muliiplicacion y la division de nu-
meros racionales, pedemos ver que cuando 4, b, ¢ y d son nimeros
racionales (con b y d=£0), entonces

=

si, y solo si, a-d=h-¢

Ll I =1
=B e

En efecto,

a ¢
b d
por bd y obtenemos

si , podemos multiplicar ambos miembros de esta igualdad

—+bd =~ -bd
a‘R:d c-b-¥
DR
ad="h-c
Inversamente,
a ¢

si a-d = b-c; entonces — = —.
b d

LOS NUMEROS HACIONALES g5

En efecto,

si @-d =b-c, podemos dividir entre b-d los dos miembros d
igualdad y obtener asi: .

ey ke

b-4 %-d
a_c
5 d

_Con esto queda justificada la afirmacién que hicimos al hablar
de fracciones equivalentes pues, en particular, a, b, ¢ y d pueden ser
numeros enteros.



Los polinomios determinan curvas algebraicas

TERCERA UNIDAD

POLINOMIOS

Al concluir el estudio de la presente unidad, el alumno:

[. Manejard expresiones algebraicas,
II. Conocera las leyes de los exponentes,
1], Podra efectuar operaciones con monomios y polinomios,

i. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

En matematicas, como en nuestra vida diaria, el uso de simbolos
es de suma importancia, pues con ellos podemos expresar breve-
mente conceptos, fenémenos, ideas, etc.

Por ejemplo, las seniales de transito son simbolos gue nos orien-
tan y nos indican como comportarnos cuando hacemos uso de las
vias publicas, para no poner en peligro nuestra propia seguridad y
la de quienes nos rodean,

_., — ‘t P —
e 78 \ {1 &
WI»; NRICHBE)
o :.ﬁf ..\3‘\;‘:&—;&‘5{5 Si.:"“L-"-—..z: ;:J;‘
ermciea 4 [ | NO REBASE CIeR ktion

ZONA ESCOLAR

También hemos ya usado letras para representar niimeros. Por
ejemplo, cuando escribimos r = 2.5 queremos decir que con la letra
7 denotamos al nimero 2.5.
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En férmulas como la del area de un rectdngulo,

==
I)

2

|

[

I
a y b denotan las longitudes de los lados y A denota el area del
rectangulo, es decir, las letras a, b y A representan numeros.
Cuando en el primer curso de matematicas hablamos de la pro-
piedad distributiva, escribimos:
Si a, b y ¢ son nlmeros racionales, entonces

a(h + ¢) = ab + ac.

Aqui también, las letras a, b y ¢ nombran numeros racionales.

Hemos usado también letras para nombrar conjuntos y elemen-
tos. Por ejemplo, la expresién x € A significa que el elemento x
pertenece al conjunto A.

En la historia de la ciencia y, en particular, de las matematicas,
el uso de simbolos para representar objetos, marca una etapa deci-
siva en su desarrollo. En efecto, al aumentar el caudal de conoci-
mientos matematicos, el lenguaje usual se fue complicando a tal
grado que llegé a constituir un freno a su futuro desenvolvimiento.
De ahi la conveniencia de que nos vayamos familiarizando cada vez
mas con este simbolismo,

En todas las aplicaciones de las matemaéticas se usan constante-
mente expresiones algebraicas. Por ejemplo, en fisica, para describir
la relacién que hay entre la velocidad de un cuerpo, la distamncia
recorrida y el tiempo, escribimos
d
t_';
en donde v denota la velocidad, d la distancia recorrida y ¢ el tiem-
po. Aqui, las letras v, d y ¢ representan nimeros.

Cuando una letra o simbolo representa, en cierta situacion, un
elemento cualquiera, un elemento no especificado de un conjunto
de ntmeros se dice a veces que tal letra o simbolo es una variable.
Por otro lado, si la letra representa un nimero en especial se dice
que es una constante.

o =

F (& TN O M 1:'Q 'S5
i 99

Para lo que sigue es importante que podamos decir qué numero
representa una expresion formada con letras cuando conocemos
qué numero denota cada una de ellas.

Por ejemplo, en la expresion A = ab del 4rea del rectangulo, si
a denota el nimero 2 y b denota el numero 1.5, es decir, si a = 2 y
b = 1.5, entonces

A=2%x15=3
0 sea, A representa el nlimero 3.

Ejemplo. 8ia denota el nimero 2, b el nimero 3 y ¢ el namero
4, entonces la expresion

a+b+ec

denota el numero 2+ 3 + 4, es decir, el niimero 9. Escribimos
esto asi:

Sia=2,b=23yc=4, entonces
a+b+c=24+3+4=29.
Ejemplo, 8i m =3, n =4, x = 5, entofices

a)2m+n=2%x3+4=6+4=10
b) m*+ n* =3+ 4 =9+ 16 =25

) mx+n=3x5+4=15+4 =19
d) x —m=5-—-3=

5
h) Vo —m?= /5" =3 =256 - 9= 16 =4
5

D o¥n 374 7

Expresiones como las anteriores reciben con frecuencia el nom-
bre de expresiones algebraicas y se acostumbra decir que encontrar
el nimero que representan es encentrar su valor.

Ejercicio 1, Suponiendo que a=0,b=5,¢= 10y d = 15 en-
cuentre los valores de las siguientes expresiones algebraicas:

a)at+b+c+d e) b2+d

b) 2a+ 3b + ¢ + 20 ) 3p* + 2¢
c) abc g) b*+c+d
d) bed + bd h) b—a






