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PROLOGO

Como acertadamente lo senalan nuestros técnicos de la educa-
cion, el aprendizaje de la matematica en niveles clementales debe
Ser eminentemente formativo.

El libro que ahora presentamos a la consideracion de los maestros
y estudiantes de tercer grado de secundaria ha sido elaborado to-
mando en consideracién ese enfoque.

Las ideas matemdticas se desarrollan en é| sin perder de vista
los objetivos particulares que senala el programa oficial en cada una
de sus unidades y cubren integramente los contenidaos programaticos
del eurso,

Las ocho unidades en que se presenta ¢l material son bastante
independientes entre si, de manera que el libro permite gran flexi-
bilidad en su empleo al adaptarse a las diversas condiciones de
trabajo en los grupos.

Se ha alterado el orden de presentacion dejando al final la uni-
dad de “Légica y Conjuntos”, pues los autores, como resultado de su
experiencia pedagogica en distintos niveles. consideran que previa-
mente al estudio de la 16gica es conveniente que el alumno se en-
trene mas en el manejo de razonamientos sencillos ligados a situa-
ciones concretas. El entrenamiento que el alumno adquiera durante
el estudio de las otras siete unidades, sin duda alguna facilitara la
comprension de las nociones elementales de Iégica. En adltima ins-
tancia sera el maestro quien decida, de acuerdo a las condiciones
especificas de su grupo, sobre el momento en que puede presentar
esta unidad a sus alummos y sobre la profundidad con que ftratard
los temas de la misma.

El texto pretende. en todo momento, lograr en el estudiante una
verdadera formacién matemditica. Por eso abunda en ejercicios y
problemas que lo inducen a razonar.

Esperamos que esta obra ayude al noble fin de la superacién
de nuestra juventud estudiosa.

Los AUTORES
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PRIMERA UNIDAD

FACTORIZACION

Con cierta frecuencia se nos presentan problemas cuya reso-
lucién se simplifica notablemente al aplicar la “factorizacion” de
polinomios; es decir, al expresar un polinomio como producto de po-
linomios,

En esta unidad ‘estudiaremos la factorizacion de algunos poli-
nomios, especialmente de aquellos a los que se acostumbra llamar
“trinomios cuadrados perfectos”. Este conocimiento nos serd {til
para resolver ecuaciones de segundo grado.

1, PROFPIEDAD DISTRIBUTIVA

Fn cursos anteriores hemos visto que en €l manejo de polinomios
se utilizan las propiedades de las operaciones. En particular, cuan:
do se estudian productos, constantemente se aplica la propiedad
distributiva de Ja multiplicacién con respecto a la adicién. ¢Recuerda
usted en qué consiste dicha propiedad?

ab +ac =a (b + ¢)
T || =
e un rectingulo, podemos

AR

8i recurrimos a nuestra idea de 4rea d
ilustrar esta propiedad.
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Por e]empla consideremos el siguiente rectingulo que mide a
unidades de altura y b + ¢ unidades de base.

)

‘multiplicando ba- | ma de las ¢
se por altura, En tal caso, el 4rea | gulos rojo y g_ns Esm es
es el producto @ (b4 c) suma ab + ac.

b

L

Observamos aqui que:

: Observe cada rectangulo y' ﬁomplete la e
talemno se hace en a} yen £).

‘rectangulo se | Pero esa é.rea tambxén es la _su-l

FACTORIZACION 13

d)

wfe+@) =

)

T8+ =

mx + nx =

En virtud de la propiedad distributiva, si tenemos un pmducta
como a (b + ¢), podemos sustituirlo por una suma de la forma

ab + ac,
b+ ¢
XX
TN -
“a a(h + ¢) =ab + ac
ab + ac 3 A
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Y también, si tenemos una suma como ab + ac, podemos susti-
tuirla por un producto como a(b + c).

abh + ac = a(b + ¢)

(Esta ultima expresion indica que el polinomio ab - ac se puede
“fuctorizar” como el producto de los factores a y b + ¢).

En general, cuando se escribe un polinomio como producto de
varios polinomios, se dice que se factoriza dicho polinomio.

Ejercicio 2. Aplicando la propiedad distributiva, complete las
expresiones siguientes.

a) B(x +n)=dx + b) 5x + 5b = 5( 1)

¢) afc + x) = ac +- d) na + nx = (a + x)
&) ‘2t + ) = il + 2r £) 10n + 10y = 10( )
g) 3x(a + b) = 3xa + h) 2an + 2ar = (n + 1)
i) 4y(c + d) = + dyd 1) Tay + Txz = Tx( )
k) 3(2a + 3b) = 6a + 1) Saxd + 15a = (x + 3)
m) 2a(a+ 7) = + 14a n) @& + an = a( )

0) X 4+ xy = (x +y) p) 3y + 6ay = 3y( )

Ejercicio 3. En cada inciso complete la multiplicacién o la
factorizacion mdicada.

&) TCx =) =i | — Ty b) 8¢ — 8b = (a — b)

¢) 3(2a — 4n) = — 12n d) 5r — 15x = (r — 3x)
e) 2a(x — 3y) = 2ax — £) 20 — 4nx = 4( )

o X = 1Y = — X h) at — a = a( )

i) 3n(n —5) =1 — 150 j) 18x* — 12x = 6x( )
k) x2(x — Ta) = » — 1) 2x* — 6x = (x2 3)
m) a(a + b — 3) = 4 oab n) y — 5yt + g = Y )

0) ab + ab* = ab( ) p) 3xty — Bay® = (x — 2¥)

q) xt — x — x =x( ) r) 3a + 6a* — 3a = 3a( )

FACTORIZACION 15

2. EL CUADRADO DE UN BINOMIO

Segin sabemos, el cuadrado de un binomio com
)8, omo @ + b es e
producto (a + b)(a + b). Esto es, I

Ahora bien, si efectuamos la multiplicacién encontramos que:

a+b

a-+ b

a-a + ab

+ab+ b-b

a® + 2ab + b?

Esto ta_mbien puede ilustrarse con dreas, como hemos hecho an-
tes:. Por ejemplo, si consideramos un cuadrado que mida a + b
unidades por lado, es posible expresar su 4rea en dos formas:

1 El area es 2 Esa misma 4drea es la suma
(a + by a* + 2ab + b?
T
a+b
a a: ab
| oS
- 4 - :

|"—-——.a + bh—> |
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Aqui observamos que
o + Zab +b a -

A los polinomios como )
“trinomios cuadrados perfectos”.
que forman un trinomio de este tipo:

a* + 2ab + b® se les acostumbra llamar
Veamos cuales son los términos

Ejercicio 4. Escriba el trinomio cu

se expresa ¢l 4rea de cada cua

adrado perfecto con el que
drado, e ilustrelo como se hace en a).

{5 =+ n)r =

FACTORIZACTON L
e) ' 3 f) n|
x 2a
L : |
37 x 2a
(x + 32— (20 + n)* =
2a I 3b
g) I hy i R sh
ar 0 a
Ty
7o 3
(3r + 7)2 = (2a + 3b)* =

Ejercicio 5. FEscriba lo que falta para completar correctamente
cada expresion.

a) (a+ b)t= + 2ab + b) (x + Vi = X8 4 Qn - 1t
e) (r+3)= + +3 d) (g+ )=y + 10y + 5
e)( +n)r=49+Mn+n f) ( +6)=¢t+ 12t + 36

g) (x + = b 2xb + h) (¢ +b)=mn*+

) (y+z)p=y+ +z* i) (n+8) =n*+ + 64

B (] # e=b+2by +y* 1) ( + ¥ = xt + 2xy -+ Yy

m) ( f )* =+ 10y + 5 n) ( + Y=gy + Byr+ 9
Anteriormente hemos visto que @ — b es igual a @ + (—b). Por

eso, si tenemos que elévar al cuadrade un binomio como @ — b, po-

demos sustituirlo por la suma a + (—b), y luego seguir el procedi-
miento que ya COnocemos:

(¢ —b) = (a+ (—byr=a*+ 2(a)(—b) +(—b)*
= g = Qab -+ b2

el cuadra:
vdo de —b

L cu.a(.irn#.- /el doble

L dodeg




18 MATEMATICAS — TERCER CURSO

Ejercicio 6, Complete correctamente cada expresion escribiendo
lo que falta.

a) (n—t) = — 2nt + b) (x — 3)2 = — B6x + 9
c) {r — §92 = 73— + 5 d) (y —2) = y* — +

e) (x—15) = - + £y (x—,a) = = +
gy (I — 7)¢=n— 14n + hy ¢ — F=ux*—22y+y
£ (E - = — 2o Y ORI = - 6%+

3. FACTORIZACION DE TRINOMIOS CUADRADOS
PERFECTOS

Factorizar un trinomio cuadrado perfecto es algo muy sencillo.
;Recuerda usted cudles son los términos que forman un trinomio de

ese tipo?
Analicemos, por ejemplo, el trinomio x* + 10x + 25.
Observamos que este trinomio esta formado por:

x* F 10x -+ 25

# el cuadrado
. de's

Se trata, entonces, de un trinomio cuadrado perfecto cuya facto
rizacion. es:

el doble
producto de
Cxopor 5

‘el cuadrado
de =

xe + 10x +25 = (x +5)°

Y estamos seguros de esto porque (x + 5)% es igual a
x* + 10x + 25.
Consideremos ahora, por ejemplo, el trinomio 81 — 18n + n?.

Tiste trinomio estd formado por:
81 — 18n +

“el cuadrado
de 9

FACTORIZACION
19

Por consiguiente, se trata de un trinomio cuadrado perfecto que
podemos factorizar asi:

81 — 18n + m* = (9 — n)e

Comprobaciéon: (9 — n)* = 81 — 18n + ne

Ti‘a.t.nblen podriamos considerar que el trinomio estd formado de
la siguiente manera:

81 = 18n + nt

fel c.ua'&i.-a.;dqj".
_'de' o

En tal caso la factorizacion seria:

3;1 S 18n + n? = (—9 + n)?

lo cual podemos indicar también asi:

81 — 18n + n* = (n — 9y

Comprobacion: (n — 9)* = n* — 18n -+ 81 =|81 —18n +12?|

. Ejercicio 7. Factorice los siguientes trinomios cuadrados per-
ectos. (Compruebe cada factorizacién en su cuaderno, )

a) £+ 2bx +b* = (. 4+ )Eb) @t + ;4 n = (L)
€) ¥+ 16y +64 = (  + )d) b*4 14b + 49 = (|4 )
e) 81 + 18k + h* = (| +  )f) w— mx + 2 = ( )

g =25+ =( - Y h) i~ 10F - 125 =: (il — @l

1) 16 + 8b + b2 = i) 22 — 12x 4 36 =



20 MATEMATICAS — TERCER CURSO

Lo que ohservamos en todos los incisos de este ultimo ejercicio
es una caracteristica propia de la factorizacion de trinomios cua-
drados perfectos. La podemos expresar en general asi:

Todo trinomio de la forma a* -+ 2ab + b se puede sustituir

por una expresion de la forma (a + by.

Por supuesto, si un trinomio 1o s cuadrado perfecto, no se pue-
de lactorizar en esa forma. Analicemos, por ejemplo, el trinomio

x* + Sx + 25.
Vemos que este trinomio estd formado por:

X + bx + 25

Tpero este 7o

el cuadradu 25, el cuadrado
de x es el doble. de 5
) producto de

% por 5

Por consiguiente, no es un trinomio cuadrado perfecto y no se
puede expresar en la forma (a + b)%.

También podriamos ver este trinomio asi:

s + 5x +- 25

el cuadradoe
de x

Por lo tanto, no es un trinomio cuadrado perfecto.

[ pero este
nimero no es
| el cuadrado |
de 25 |

el doble
producto de
2.5 por x

Ejercicio 8 Determine cudles de los siguientes trinomios son
cuadrados perfectos y factoricelos. Compruebe sus factorizaciones.

b) 42 — 6y + 9
d) r= — 20r + 100

a) w* + 4w + 4
¢) mz + 10x + 25

e) 64 — 16a — a* ) 64 — 16a + @

FACTORIZACION
21

h) 3¢ + 6n + n?
i) 25a* — 10ab + b2

25
Dy — 5y + —
)y Y 4

g) b — 14b — 72
i) 9x? + 12xy + 4y

3Nz
k .1‘3—!-3"_+(—-)
) X 2

E:J]en:icgj 9. Complete cada expresién de modo que sea un tri-
nomio cuadrado perfecto y luego factorice é

mio éste, Comprue ‘ac-
torizaciones. e

a) xz 4+ oy = 4 )
b) nt — 6n + = (i — )
) + 8 +a@=( + )2
d) —~ 2ax + = ¢ = )
€) + 10y + = (R + D
f) 62 + oz = (e
g) 49 — + n® = ( L )2
h) x* + 3x + = . M+ B2
T) B — T % = i R~ ¢
i) w4 2 + = ¢ B iy
k) a* — 5x + = ¢ -
1) n# + +§=( ME )2

. Para fines précticos, en este curso, son suficientes 1os conoci-
mientos que spbre “factorizacion” hemos adquirido hasta aqui. Sin
er?bargo, puede haber estudiantes interesados en conocer un pdco
;":;SS Sfi)sl:s fiﬁﬁi‘pisoigft})so n?ti?iiﬁscgzeq e _pf_’f des?lrmn;?r

; : su grupo. Es por ello que in-
cluimos en esta unidad los siguientes cuatro pirrafos.

4. PRODUCTO DE BINOMIOS CONJUGADOS

- aSI se tiene un binomio como a + b se dice que su “conjugado”
— b; reciprocamente, si tenemos el binomio a — b, decimos
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que su “conjugado” es a + b. Asi. por ejemplo, las siguientes son
parejas de binomios conjugados:

x + y y x — y
n— 8 y n + 8
r+ 8 v

b — y 5 + a

¢Observa usted claramente cual es la caracteristica de estos “bi-
nomios conjugados™

Ahora bien, si multiplicamos dos binomios conjugados, el pro-
ducto sera una diferencia de cuadrados:

a-+bhb
a-— b

a-a—+a-b

—a-b—b-b

Esto pedria llustrarse de la siguiente manera;

1 El area de este rectangulo es el producto de la base por la

altura, o sea, | (& + b

o

|
>

S S —

FACTORIZACION 93

2
Si “recortamos” y ‘reaco- observamos que el area del
modamos” el rectangulo en la
siguiente forma, rectangulo es
il T a—b
- HER
= hY
¢ — b \ !
b : b 1 : !
Y - | T TSSOV R SRS PYSTEPSUTRPRES RS —— < | S - | ' i S .
T
) a
2 at
a—bl : '
I
! |
a :
g b e = - 1
—_ g ——
Esto es,

(a + b)(a, - b) = de: L -___be_::

Ejercicio 10. Complete usted cada expresion.
a) (x+ 8)(x— b)) = b) (a +8)(a — 8) =

d) (r —s)(r +58) =

¢) (x + y)(x —y) =
e) (6 — x)(6 +x) = £) (10
g) (10 + 2)(10 — 2) = h) (50 — 3)(50 +3) =

n)(10 + n) =

En el tltimo inciso de este ejercicio podemos ver una de las
aplicaciones de la multiplicacién de binomios conjugados. Se trata
de multiplicar 47 por 53 v, segln se chserva, al expresar el nimero
47 como 50 — 3 y el ntimero 53 como 50 + 3, el producto se en-
cuentra fécil y rdapidamente:

47 % 53 |= (50 — 3)(50 + 3) = 50° — 8= = 2500 — O = | 2491
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Ejercicio 11. Tal como se hace en 2), efectie cada multiplica- 9x* — 4y = (3x + 24)(3x — 2y)

cién aplicando lo que sabe de binomios conjugados.

9
a) 35 X 25 = 3—16T=:(?’§+4T)G__4T)
030+ 530 —8) = 802 ~ 5 = 900 — 25|=|875 \

Ejercicio 13, Determine cudles de las siguientes expresiones

b) 52 X 48 = C.j 75 % 65 = son diferencias de cuadrados y luego factoricelas,
d) 17 x 23 = e) 45 X 55 = 5 100
: — a2 g )

£) 27 %X 33 = g) 620 X 580 = b) n* + 64
n) 710 X 690 = i) 780 X 820 = ¢) dat — 48 d) 36 — 9n

1 2 e) —81 | 9a® =
i) 3%><2‘—l): k) (105) (95) = £) 16y — 25

= g) —2500 + a* h) 10000 — x*
1y (45)(3.5) = m) (6.2)(5.8) = | g
| Dgg =+ i) ap — 2

Ejercicio 12. Escriba cada preducte como una diferencia de 95 e

cuadrados. ‘ i
Cijereicio 14, TFactorice cada bi : - : .
a)y (b+ 7)(b—17)= b) (x —9)(x + 9) = | ol veotinsme Fai amreal. a binomio y compruebe su factoriza-
¢) (2t + 8)(2t —8) =1 | d) (3a+ 4)(3e —4) = " e
_ . 5 g [l el
o) (2r — 3x)(2r + 3x) =1 D) (5x — 20)(5x + 2) = 'l 2) o8 — m* = K&t il
3 3 1 1 Comprobacion;
= - — = i =9 — probacion:
o (F-7)(z+") w (5+3) (3 v)
i) (6 + n)(n — 6) = i) (15 + 20)(2a — 15) = ( o 0G0 = ) =iom = on & am = mn =
b) x* — y* = L c) m: — 4da* =
5, FACTORIZACION DE DIFERENCIAS DE CUADRADOS d) 95 — de = 5 s =4
== : = A,,-_; = ;:
Fn la seccién anterior hemos visto que si se multiplican dos £) 36a* — 81 _g i o) 64b¢ — on
binomios conjugados se obtiene una diferencia de cuadrados. En- -
tonces, cuando tenemos una diferencia como a* — b, la podemos h) 100x* — 4a® = 9 —
expresar también como un producto de la forma (a + b)(a — b). D)oy — 6 Wy
i . . 1) 81 16t =010 k) —25+ gxz =i

Fsto nos indica cémo se factoriza una diferencia de cuadrados. |
nt — 25 = (n + 5)(n — 5) 49
4g® — 36 = (2a + 6)(2a — 6) n) at — bt =
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6. PRODUCTO DE BINOMIOS CON UN TERMINO COMUN | Por lo tanto,

El producto de dos binomios como x + ry x + § que fienen | (: . .
== Ty 2 . : ; . X4 r)x + =
un término comun. es un trinomio de la forma x* + (r + §)x + 7s. A $) = x o (7 + s)x + 18

Ejercicio 15
jercicio 15. Tal como se hace en a), exprese en dos formas

= 4§ distintas el area del rectangulo,
x + s a) 5
b| bn | be
e s e A= [(n+c)(n+b)
X%+ rx : =
e
+ sx + 78 o : L
[}
| — A= n* + bn + cn + be =
C ety b .-
X+ (1 + 8)x+ 18 | o thite i e
b) :
i
i
Y Yz e
Esto también se puede ilustrar recurriendo a nuestra idea de ___H_l__ _____
irea. Por ejemplo, si consideramos que x + 7y ¥ -+ § son las di- ] 0l N e
mensiones de un rectangulo, el 4rea de éste se puede expresar de | : zx A —
dos maneras: \ | N
x 3
:1 2 !
El 4rea es el producto de la base | El drea es la suma c) a y
. £ 1B T
por la altura, o sea, 2 L rx b Sx 4 7S, I "
(o 4 1) + sj)J que también puede expresarse ‘ “5 az o Y
€omao I "‘——-'7—-—.:;—-.';'__,__ -
= . i i 3 | 5 et I- S
o o {4 s ‘T'S‘ 1 o |l XY A=
¥ ‘ | d
il § §x Il s ) < - T L
M L e cim 1 me .
x+5 | r ___________ = =
L] x r ' ke i R
je— X+ T——| X r : A=
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Ejercicio 16, TFEgeriba lo que falta en cada caso.

FAGTORIZACION 29
e) o i) %= 2
x— 3 x4+ 8
Y (7
— 3x—21
x* — Bx — 16

a) X 4+ n b) x +8
x +p x +9
x* -+ nx +
4 + + + 72
+(rn+p) +pn x4+ 17x +
c) %¥—5 d) x— 10
=12 x+ 4
" — 5% — 10x
— 3x+ + 4x —

Fjercicio 17. Exprese cada producto como un
se hace en el primer inciso.

trinomio, tal como

a) (x +4)(x+6)=xx+4dx +6x +4-6 =

¥+ (44 6)x + 24 =
b) (a + 3)(a + 8) =
c) (n+ 10)(n + 3) =
dY (r + 5)r+ 7) =
e) (y+ 8)y + 10) =
£) (x + 2)(x + 15) =
g) (x+ n)(x +t) =
h) (x + y)(x + 10) =
i) (x+ 5)(x +n) =

1) (e +7)(e+ 3) =

Ejercicio Tal como se hace en el primer inciso, exprese

cada producto como un trinomio.

a) (x—3)x—-2) =ax — 3x —2x 4 6 =

d — Bx 4+ 6

b) (n — 5)(n — 4) =
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c) (r — 4)(r —9) =
d) (x — 5)(x —86) =
e) (x —8)(x —10) =
£) (& — 2)(x — 15) =
g) (v —y)(x — 10) =
h) (x — 5)(x —n) =
i) (x — )l = 3) =

Ejercicio 19. Exprese cada producto como un trinomio. Proceda

come ¢n los incisos a) y f).

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h)

i)
D)

(x + 8)(x — 3) = x> + 8x — 3x — 24 = [&® + 5x — 24|
(x + 10)(x — 7) =

(x+ 8)(x — 2) =

(x 4+ 15)(x — 4) =

(x — 6)(x +2) = |
(x — 9)(x + 4) = a* — 9x + 4x — 36 = [x* — 5x — 36]
(.x-—.IO)(x +3) =

(x — 12)(x + 2) =

(x — T)(x + 3) =

(x — 15)(x + 10) =

Ejercicio 20. Escriba cada producto como un trinomio. Observe

detenidamente los factores.

a) (x + 7T)(x + 3) =
b) (x — 7)(x — 3) =
¢) (x 4+ T)(x—3) =
d) (x — 7)(x +3) =
e) (o + 10)(x + 4) =
£) fx. — 10— 4) =
g) (x +10)(x — 4) =
h) (x — 10)(x + 4) =

FACTORIZACION 31
(Qué observa usted de particular en este ejercicio? Coméntelo

con sus companeros o con el maestro, Si es posible, anote los co-
mentarios y las conclusiones.

7, FACTORIZACION DE TRINOMIOS DE LA FORMA
x + bx + e

‘Irinomios de la forma x + bx + ¢ son. por ejemplo, los si-
guientes:

¥+ 5x + 6
x* + 3x — 28
X2 — 2v — 94
3 1
R
X 4x 5
x*— 56— .5

(Puede usted sefialar, en cada uno de los trinomios anotados
es el valor de b y cudl es el valor de ¢?

Anteriormente hemos visto que al multiplicar dos binomios co-
Mo X + 71y x+s, se obtlene como resultado un trinomio de la

forma x* + (r + s)x + rs. De ahi que la factorizacion de un tri-
nomio cono éste sea;

Ahora bien, si un trinomio de la forma x* + bx + ¢ se puede
escribir en la forma #* + (7 + s)x + rs, entonces sus factores son
(x+ 1)y (x+ s)Esioes,sib=r1r+ s Yy ¢ = 78, entonces
¥4 be +c¢=(x+ r)(x + s

, cual
L]

]

) \
pe——rs 5="

X+ (r s+ s = (% + 1)(x + 8)

(x +5)
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Ejemplo. El trinomio x* + 7% 4+ 10 se puede escribir como

X+ (5 + 2)x +5-2

x4+ Tx + 10
&
-

x4+ (5 +2)x+ 52

;,Cudles son aqui los nimeros 7 y 87

Coma se ve, estos nameros, 7, §, son el 5 y el 2. Por lo tanto, la

factorizacién de nuesiro trinomioc ¢s:
w7k + 10 = (x +5)(x + 2)4J

obamos que esta factorizacion es correcta porque

Y compt
(% + 5)(x + 2) = x* + 5x + 2% + 10 = | &% + Tx + 1{?-‘

%t — 5x + 6 se puede escribir como

Ejemplo. El trinomio
2+ (—3 + —2)x -+ (—3)(—2).

[ X = o + 6

|

ot (-3 + —2)x + (—=3)(—2)

Aqui 7y s son los nimeros —3y —2. Por lo tanto,

e _ 5x 4 6= G 3)(90 —2)

Comprobacién: (x — 3)(x — 9) = x* — 3x — 20 + 6

e e L
Como habra usted notado, el p

de 1a forma x* + bx + ¢ se simplifica completament

roblema de factorizar un trinomio
e si podemos

a)
b)
¢)
d)
e)
£)
2)
h)
i)
)
x)
1)
m)

n)

FACTORIZACION
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encontrar una pareja de nimeros r, s que al multiplicarse den ¢ y al
sumarse den b.

Ejercicio 21, En cada inciso, encuentre los nimeros r y s que
multiplicados dan ¢ v sumados dan b. Compruebe sus respuestas.

o+ Tx+12 r=[@] s= Bl-E=12 [E+@E=M
X+ 9% + 18 r= 5 = 4l = 18 + 5 =[]
¥+ 1lx +24 7= s = = 24 + =
x® + 16x + 60 7= 5 = = .=
x + 17x + 30 r= s = - = + =
a2 4+ 12+ 35 r= § = ' = + =
xt +2x — 15 r=[5] s=[=3 -F8 [E]+[E3-2]
x4+ 3x — 28 r= §=

x 4+ 85x — 14 1= §=

W®—2x— 15 r= §=

x* — 5x + 6 7= 5=

x* — 17x + 30 r= §=

x»® —9x +20 r= §=

o — 13x + 36 r= §=

[ljercicio 22 Factorice los siguientes trinomios y compruebe
cada factorizacidon., 8i es necesario, escribalos primero en la forma
24+ (r + s)x + 78

a) x* + 13x + 30 =
b) x* 4+ 12x + 35 =
c) # + 1lx + 30 =
d) x* + 18x + 80 =
e) x* + —x + — =
£) x* — 9x + 20 =
g) % — 1lx + 30 =
h) x* — 5x + 6 =
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i) x* — 14x + 40 =
j) &* + Bx — 24 =
K) & + 6x — 16 =
1) x* + 3x — 70 =
m) x* — 10x — 24 =
n) x* — 4x — 21 =
5x — 150 =

o) x*

“jerciclo 23, Factorice cada trinomio y compruebe su facto-
rizacidn.

a) x* 4+ 10x + 21
b) x* — 10x + 21
c) x* + 4x — 21 =
d) a® — 4x — 21 =
e) x* + 8x + 15
f) a* — 8x + 15
g) ¥ + 2x — 15
h) x* — 2% — 15




SEGUNDA UNIDAD

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

En cursos anteriores aprendimos a resolver ecuaciones de primer
grado con una o dos incégnitas y con ellas resolvimos algunos
problemas.

Ahora, en esta unidad, resolveremos ecuaciones de segundo grade
con una incognita. Estas ecuaciones son de 1a forma ax* +bx + ¢ = 0
(con a == 0) y se pueden resolver por medio de unas férmulas. Para
deducir estas féormulas estudiaremos primero algunos tipos especiales
de ecuaciones de segundo grado.

1. ECUACIONES DE LA FORMA 2" = n (n > 0)
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Desde la antigiiedad, con la aparicién de la agricultura, el hombre FHjercicio 1. En cada inciso, diga cudnto mide el lado del
ha tenido necesidad de resolver problemas sobre medicién de longi- cuadrado.
tudes y superficies.
Por eiemplo, en la ciudad de Sumer (Mesopotamia, 3 000 afos a)
A.C.) ya se planteaban y resolvian problemas como el siguiente: =
25m? Ecuacién:
Prohlema., El 4drea de un terreno cuadrado es 100 unidades
cuadradas. ¢Cudnto mide por lado dicho terreno? _ s
e
x
b) 64 cm® Ecuacién:
x 100 % x ._ o
c
> ) ) -- Ecuacién:
p 16 cm?
Resolucién, Si llamamos x a la medida de uno de los lados del p=
cuadrado, entonces el irea de ese cuadrado sera x* y como esta 4rea
es 100 unidades cuadradas, tendremos que
d ) - 4
-« =100 L Ecuacién:
- 81 m*
La expresién x* = 100 es una ecuacién de segundo grado y si la
resolvemos podremos indicar la solucién del problema. e T
Esta ecuacién x* = 100 indica que estamos buscando un nimero
x que elevado al cuadrado sea 100. En este caso podemos calcularlo e)
mentalmente, Ese numero es 10, pues y 9 dm? Ecuacién:
. y=
10* = 100
Por consiguiente, el cuadrado mencionado en el problema mide 10
unidades por lado,
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£)

g)

h)

1)

49 mm?

36 cm?

121 m#

169 dm?

— L

2925 u®
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Ecuacién:

Ecuacién:

Ecuacién:

Ecuacién:

Ecuacidn:
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Dada la naturaleza del problema que estamos manejando, las
soluciones que hernos dado a estas ecuaciones del tipo x* = n han
sido siempre numeros positivos,

Por otro lado, al nlimero positivo que elevado al cuadrado nos da
n se acostumbra llamarlo la raiz cuadrada positiva de n y simboli-
zarlo como /7,

Por consiguiente, la raiz cuadrada positiva de n es solucién
de Ia ecuacion x* = n,

Si consideramos, por ejemplo, la ecuacién x* = 18, estamos bus-
cando la raiz cuadrada de 16. Esto es,

5i x? = 16, entonces x = /16 = 4.

fjercicio 2. En cada inciso, complete la expresi6n.

a) 8i x* = 36, entonces =V =
b) Si x?z =4, entonces x=vy =
c) Si ¢*=9, entonces t=y =
d) Si r = 16, entonces r=y~ =
e) Si a* =49, entonces a=+vy =
HSim=3  entonces m=y T =
g) Si z¢= %-2-, entonces z=y =
h) 8i y* = 64, entonces y=v =
1) 8i m* = —g, entonces ., REN, =

) Si p* = 169, entonces p=NT =
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LR iguientes expresiones, tal como Se O podemos también utilizar la tabla de rafces cuadradas que apa-
Ejercicio 3, Complete' las siguientes exp rece al final de este libro (pags 307-310),
hace en a) y en ¢). _
a) Si x = /16, entonces YB Ejercicio 4. Rgsue]va 1253 siguientes ecuaciones usando una
calculadora o su tabla de raices cuadradas,
b) 8i y= Vv 4, entonces a) 8i x*=1369, entonces x=1365 =
bl ‘, _g_ entonces @ = % b) Si x*=32.49, entonces x = 3349 =
o i c) Si  x*= .25, entonces x = /.25
d) 8t b =1y25, entonces B d) 8i =17, entonces t= /17 =
e) Si t= {ilig entonces 2= e) Si r2=8g, entonces r= v =
— . f) 8i @ =456, entonces ga= v =~
i = . e ne = ——
£) 8L m=va, entonces g) Si m* =459, entonces n =/ =
_— o .
g) 8t p=V 6, entonces p h) si p* =165, entonces p = Vv =
h) 8i z=1vy2, entonces ¥ = 1) 8i y* =165 entonces y=v
R f= J_;__, entonces fe = | . 1) 8i w= .09, entonces w = v =
. Observacién.  Por lo general, las rafces que se dan en la tabla
j) 8i r =7, entonces 1 = © en la calculadora son aproximaciones, Por ejemplo, en la tabla se
, indica que la rtafz cuadrada positiva de 17 es 14.123; pero ocurre
. nos . ;
. te de las ecuaciones de segundo grado que se 4,123)2 17, si 999129,
sléit:;llayg II):rgréctica no pueden resolverse mentalmente. qu que ( )* o es 17, sino 16.999129
E;Emplo ¢ccudl es la solucién positiva de la ecuacién x* = 10247, o Ejercicio 5. Resuelva las siguientes ecuaciones.
sea, g,cu’él es la raiz cuadrada positiva de 1024? — a) x*=187; =x=
Para contestar esta pregunta podemos hacer uso de una calcu 2
dora electrénica como la que se ilustra. b) a*=3128; x=
c) a*=1385 gq-=
= Y & d) = 254, t=

€e) 1° = 589; r=

& o /Y
” I || f) m*=676; n=
A’ g) p*=05476; p=
' " .I‘I.;‘:r"':_ h) yﬂ — 7056: y =

1) d*=.0053; 4=
§) m*=837, . m=
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En los problemas que manejamos sobre areas y lados de cua-
drados, siempre hemos considerado raices cuadradas positivas para
indicar las soluciones. Y también al manejar las ecuaciones indepen-
dientemente de los problemas, continuamos considerando raices cua-

dradas positivas,

Sin embargo, esas mismas ecuaciones de segundo grado tienen
soluciones negativas. Por ejemplo, vimos que la ecuacién x* = 100
tiene por solucién al ntimero 10 porque 10* = 100; pero también el
numero — 10 es solucién de esa ecuacién porque (—10)* = 100.

En general, una ecuacion de la forma x* = n, en donde n es un
numero positivo, tiene dos soluciones y éstas son simétricas.

Esto es,

Si x* = n, entonces

X = Vn y X, = —vn

Iljercicio . Encuentre las soluciones negativas de las siguientes
ecuaciones.

a) x*=36; x=—@g =[5l
b) aF = 4; XxX=—-y =

c) t* =09, t=—v =

d) m=18;, 7= -V =
e) a* =49, a-= -V -
f) m?=g; m=—vV_ 0 =

e
[f
|

<
[

g) #=
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Ejercicio 7. E
e ’ ncuentre las dos soluciones de cada una de las
Sigulentes ecuaciones y compruebe sus resultados

a) a* = 746; a; = y s =
b) t* = 8.54; £ = y t. =
c) = .076; r = v Ty =
d) n=19.56, n, - y m=
e) p*=5776; p, = y B, =
) ¥ = [6216; Ty y Zy =
g) m'=.0074; m, = Yy  om, =
h) ¢ = 3969: g = y g, =
i) wr= 457, g, = y  ow, =
k=078 m= Ty p=

Algunas veces se nos presenta una ecuacién como 3x* — 147 =
0. Pau’”a resolverla basta con sumar 147 a sus dos miembros
d:aspues dividirlos entre 3. Asf se llega a una ecuacién de la form:
X =mn, que ya sabemos resolver.

3x: — 147 =0

3x* — 147 + 147 = 147

3x* = 147
B¢ 147
3 3
X = 49

= Rgsuelva la ‘(?cuacién X% = 49 y compruebe que las dos soluciones
enidas también lo son de |a ecuacion 3x* — 147 = @
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Tjercicio 8. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) Yy —64=0 Y = Yy Y=
b) t*+ 19=187 t,= y t=
¢) pr-—176= 8.9 P = Yy Py =
d) n*—435=-128 m= y R =
e) ¢+ 146 =375 X, = y =
£y 2y —196=0 Y = Yy Y=
g) 5x*+126= 398 w= Yy x=
h) 3z2—-252=0 Z, = y z=
i) 7t +438=4386 L= y L=
j) 6a+278= 308.7 a. = y a;=

5 ECUACIONES DE LA FORMA (z + d)' =n (» > 0)

En la seccién anterior hemos visto como un problema relacio-
nado con el cuadrado nos conduce 2 estudiar un tipo de ecuaciones
de segundo grado: las ecuaciones de la forma x* = n.

Ahora analizaremos otros dos problemas, también acerca de cua-
drados, que nos llevardn a manejar otro tipo de ecuaciones cuadra-
ticas: ecuaciones de la forma (x + d)* = n.

peoblems 1. El terreno cuadrado que se ilustra abajo tiene una
area de 2 500 metros cuadrados; pero se desea utilizar inicamente la
parte que aparece coloreada en ¢l dibujo. Si x es la medida del lado
de ese cuadrado que se va a usar, Jqué medida es x?

10

X g e
~ i e} )

Area de todo el terreno: 2 500 m®

10
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Hesolucién. Puesto que el lado del terreno completo es x + 10
y su area es 2 500 m?, podemos establecer la ecuacién

(x4 10y =2500

Al resolver esta ecuacién de segundo grado sabremos qué nu-
mero es x y con eso podremos dar la respuesta al problema.

La ecuacidn nos indica que el nimero x + 10 elevado al cuadra-

do da 2 500, Entonces, ese niimero d
: ebe ser la raiz cuad i-
va de 2 500, o bien, su simétrico, Esto es, g

%+ 10-4 v‘“i's‘ﬁﬁ o bien,

En la primera expresiéon x es el nimero 40:

x+10= v2500
x + 10 =50

En la segunda expresién x es el nimero —60;

x + 10 = —v2 500
x + 10 = —50

x=-60

Asi que la ecuacién (x + 10)* = 2 500 tiene dos soluciones:

=40 |y | m=—60

Pero como el problema se refiere a la longitud de un cuadrado

n 8 3
i?s poder.nps usar la solucién negativa, tendremos que usar la solu
Clon positiva para dar la respuesta asi:

Respuesta: x es 40 metros.
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Sroblemia 2. El 4rea del cuadrado de color, en la ..siguiente ié‘rls' Si x — 5 = — V225, entor.ces x es el nimero —10:
tracién, es 225 metros cuadrados, (Cudnto mide el lado del cuadra- S = — 35S
do mayor? s 1
x -
x = —10
SI
O sea gue las dos soluciones de la ecuacién (x — 5)* = 225 son:
225 m* 220 v |a=-10
Pero para dar la respuesta al problema usaremos nada mds la
[ solucion positiva,
x—5 5 Respuesta: El lado del cuadrado mayor mide 20 metros.
peiai———}
S Ejereicio 9. Encuentre el valor de x en cada uno de los cuadra-
lado del cuadrado coloreado es x — 57 su dos que se ilustran. (Las medidas se dan en metros)
Resolucion.  Como €l lado @€l cua IC
irea es 225 m?, podemos establecer la ecuacion &)
(x — 5 )= 225
Area total: 625 m?
Si resolvemos esta ecuacién de segundo gra‘éoi sabrc(lermgz ;f;;: |
i ' ide el lado del cuadra . -
vale x. Es decir, sabremos cudnto mi e
- 1 cuadrado da 225, ese 1
Puesto que x — 5 elevado a ke Bt 68
i ositiva o su simétrico. LLSt0 s,
5 debe ser la raiz cuadrada p |
. o OO x 3
. = S
¥ 5= —v225 o bien, x— 5= V225 (R
b ) '
Si x — 5 = V2325, entonces x es el niimero 20: SE |
x— 5= vV225 - Area total: 400 m?
x—5=15 N -
x =20
h i
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—
c)
X
2.8
d) 14— B
|
2
e) 4.5
l
J
e ——
£)

3.9
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Area total: 163.84 m®

X o=

Area del cuadrado rojo: 289 m

X =

Area del cuadrado rojo: 132.25 m*

x:

Area del cuadrado rojo: 57.76 m*

X =
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Ejercicio 10. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadriticas.

a) (x+4) =36 x, = Xy =
b) (x + 7)) = 100 oy = x, =
c) (t+ 3)*= 529 fyi= t: =
d) (r+2.6)* =784 = r, =
- o .
e) (Z 'l‘g) =49 Zy = Zy =
t) (x —2)* =1600 X, = X =
g) (x—7)* =961 X, = X, =
h) (f—15)=324  f= f, =
1) (z —13)2= 1024 Te= Zy =
3 2
) (x—g) = 169 By= = x=

3. ECUACIONES DE LA FORMA o' + 2xd + & = mn (m > 0)

Para manejar ecuaciones como la que aparece en el siguiente
problema utilizaremos la habilidad que ya hemos adquirido en la
resolucién de ecuaciones de la forma (x + d)* = n.

Problema. En el plano de la fachada de un edificio antiguo, un
arqueoclogo observa que algunos datos se han borrado. (Vea la figu-
ra de abajo.) ¢Cudles son esos datos, si se sabe que todas las medi-
das que faltan son iguales y que ademds el area de toda la fachads
es de 144 m*?




MATEMATICAS — TERCER CURSC
52

Resolucion. Podemos considerar que la fachada esta formada
por las regiones rectangulares siguientes:

10

El area de la fachada sera entonces:

X + 10x + 52

Como ademéas sabemos que esa drea es de 144 metros cuadra-

dos, podemos escribir la siguiente ecuacion:

X2 + 10x + 25 = 144

Para resolver esta ecuacién es importante observar que su pnmef
miembro es un trinomio cuadrado perfecto, el cual podemos factori- |

zar asi:

x + 10 + 25 = (x +5)"
Por consiguiente, en lugar de manejar la ecuacion
x? + 10x + 25:= 144,
podemos manejar la ecuacion (x + 5) = 144, que ya sabemos re-

solver. _
En efecto, si usted utiliza el método usado en el parrafo anterior

obtendra las siguientes soluciones:
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[2.=7] y [ = —-17] (Compruébelo)

Asi encontramos que el dato borrado en el plano es: 7 metros,

La resolucién del problema anterior nos sugiere un método para
resolver ecuaciones cuyo primer miembro sea un trinomio cuadrado
perfecto: Simplemente se factoriza el primer miembro de la ecua-
cion dada vy se resuelve con el procedimiento ya conocido.

Ejercicio 11. Resuelva los siguientes problemas,

a) La suma de las areas de los tres rectangulos que se ilustran
es de 64 m? ;Cual es el valor de m?

o]
Ll

m mn 3

b) La suma de las areas de los cuatro rectangulos siguientes es
169 metros cuadrados. ;Cudl es el valor de 7?

0
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GRADU 1s)
¢) La suma de las 4reas de las figuras siguientes es 22y wm, b) 2+ 3z + o= 10 z, = 2, =
;Cual es el valor de p? 425
i) q2+5q+—9—=4 g, = G, =
F L 1) x? — 12.4x + 38.44 = 9.61 X, = X =
% 4, ECUACIONES DE LA FTORMA az* + &x | ¢ = 0

En su libro “Didlogo sobre dos nuevas ciencias” (1637), Galileo
Galilei estudia por primera vez con toda precisién la caida libre de
los cuerpos y senala férmulas para resolver problemas relativos a
dicho movimiento. Por ejemplo, para calcular el tiempo ¢ que tarda

en caer un objeto que ha sido lanzado desde una altura «, con una
velocidad inicial v, aplicaba 1a férmula:

— g — P F
- P - “ p Yap 15p

d) El 4rea de la figura de abajo es 6% m?. ;Cuadl es el valor de p?

‘ 5t + vt —a = (

Con esta férmula resolvia problemas como el siguiente:

-~ P——————h——

la
{hd

Fjereicio 12. En cada una de las siguientes ecuaciones, prime-
ro cerciérese que el primer miembro sea un tru’lonuo cuadrado per-
fecto y luege busque sus soluciones y compruébelas.

a) x* + 10x + 25 = 49 x, = Xy =
b) y* + 14y + 49 = 625 ¥ = Yy =
c)t'-’—2t+1=9 ti= b, =

1 9 » B
d)r”—r+}i:z 7= Ty =
e) n + 6n + 36 = 81 n, = ny =
£) x* — .6x + .09 = 5.29 Xi = o =

g) p*— 9.6p +23.04 = 28224 P = P =



.
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Problema. jCudnto tiempo tarda en legar al suelo un objeto
que es lanzado desde la Torre de Pisa (40 m de altura) con una ve-
locidad inicial de 10 m por seg?

Nosotros también podemos resolver ese problema.

Resolucién, Al sustituir en la férmula los datos del problema
obtenemos la siguiente ecuacién cuadratica:

5t + vt —a =0

5¢2 + 10t — 40 =0

Para resolver esta ecuacién podemos proceder de la siguiente
manera:

1) Multiplicamos por % sus dos miembros:
1 Ble + 10t —40) = Lo

Erot-8=0

(é y 5 son inversos mul‘tiplicativos)

2) Sumamos 8 a los dos miembros de la ecuacién obtenida

e+ 2t —[8]+[8]=0+8

(—8 y 8 son inversos aditivos).

3) Sumamos el cuadrado de 1 a los dos miembros de_ la ecu'acu:ln
(asi tendremos que el primer miembro es un trinomio cuadrado

perfecto)
e+ 2t + [(1)e]= 8 + [(1)]

4) Factorizamos ese - trinomio:
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(t+1)*=8+1

(t+1)2=9

Asi llegamos a una ecuacion que ya sabemos resolver:

Sit+1=+9, entonces |t=2| y

Sit+ 1= —v0, entonces |t = —4

De estas dos soluciones de la ecuacién, la gue da respuesta al
problema es la solucién positiva.

El objeto tarda 2 segundos en llegar al suelo.

Ejercicio 13. Resuelva usted la ecuacién 2x* — 22x + 56 = 0,
completando las expresiones.

1) Se multiplican los dos miembros de la ecuacién por el inverso
multiplicativo de (que es el coeficiente de x*).

(2x* — 22x + 56) = (0)

2) Se suma a los dos miembros de la ecuacién asi obtenida el

inverso aditivo de

¥ —1Ix+28+( L) =04+ (" )

3) Se suma a los dos miembros de esta nueva ecuacién el cua-
drado de para formar un trinomio cuadrado perfecto en el pri-
mer miembro.

x¢ = 1lx+ = —928 +
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4) Se factoriza ese trinomio cuadrado perfecto 1y 56 Tl 106 dok iemites de 14 ceuitn Hor & IvVeiso
multiplicativo de a.

112 | 121
( e

el @ + b+ ) = 2@

(x— )=

=l

bx ¢
a (i 4

5) Se resuelve esta ecuacion y se obtienen sus dos soluciones

2) Se suma a los dos miembros de la ecudcion el inverso aditivo

% = | del término independiente
bx e | ; e
x, = x2+__,+_+(.._.__._f)=o+(—f)
| a a N a/ \ @
X, = x, = ' |
f x? + o o
Compruebe estas soluciones en la ecuacion 2x* — 22x + 56 = 0. a a4

Fjervicio 14, Resuelva las siguientes ecuaciones.

3) Se forma un trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro

2 _ 45 = = y — b s
a) 3x* — 6x —45=0 % % sumando (-2'—“) a los dos miembros:
b) dxt — 4x — 8 =0 Xy = X — ) bax 7 b 3 .- B\? é
xt+— 4+ 2_.:1‘. = = =
c) x*—5x +4=0 Xy = X = a 2a ) . a
4) Se factoriza ese trinomio
d) 2t + 4x — 48 =0 Bn= &= (x+ b)Z_bg e
e) bx*— 48x +42 =0 xX; = Xy = 2a 402 a
b\* b*—dac
{l) 5x2 -+ 30x == 200 — 0 X, = X = x + ﬁ — —_40"2 =
g) xt—x—12=0 X = Xy = 5) Se resuelve la ecuacién obtenida.
4, 3 " a5 e s Por definicién de raiz cuadrada positiva, tenemos que
Toda ecuacion de segundo grado de la form
x4 b Vb —4ac
wa' bx+c;=01 (a70) 2a 2a
puede resolverse de manera analoga. == —

2a
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ECUACIONES DE SECUNDO GRADO -
| i
T Ejercicio 15. Apli 4
_ — b+ VB —4ac 1 » pliqgue las férmulas dadas para v
Xy = a'a' J guientes ecuaciones. P REEOICr elgs 18-
I
| a) 2x* - 12x+4 16 =10 X, = g2
Ademis, tenemos que : _ )
i | b) 4x* 4+ 32x — 36 =0 X, = X =
b VI — 4ac ; )
xkéaz— = E c) 8x* —2x -3 =0 x5y = o =
d) 3x*+ 5x+2=0 X, = —
b VD — dac l =
== = | e) bx*+7x —3=20 X, = Xs =
f) 4x* —6x+2=0 g e ' =
V =t g) 4t Jx —B=10 = w5 =
: h) 3x* — 24x + 36 =0 R : el
En virtud de que cualquier ecuacion de segundo grado p_fuede ' i) x* 4+ x—20=0 5., = T -
escribirse en la forma ax? + bx + ¢ =0, las dos ultimas expresiones %=
son formulas que nos permiten obtener las soluciones. i) 2x* + 8x —21 =0 o= iy
Eéemplo. Resolvamos la ecuacién 3a* + 12x — 36 = 0 usando k) 2.8x* — 84x — 42 =0 - E .
las formulas. ' B
Como en la ecuacién dada tenemos que @ =3, b=12y ¢ = 1) 3.9x* 4 394 936=0 X = Xy =
—36. sustituimos estos valores en las férmulas y obtenemos .
m) 2x* — 1.8x — 182 =0 %, =1 5%, =
Xy = —b+ ”sz = 2% n) x*—10.7x + 273 =0 o, =T e
a | =
) 6.9x* — 11.73x — 192:.51 = Q x, =i | e —
— 12 4+ V127 — 4(3)(—36) '
X, = 5053 - 92 y a4 5 14 ;
P ':;x =g o=l w=
xz—-b—w‘:_élac q)§x2+12 L 18
- 2a 2 ?x " 95 & =gl X, =
z 3 15
12— VI —a((3) _ g4 r)zxz__ﬁﬁzo - R
Ao 2(3) 4 ?“ | \ i u
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion 3x* + 12x — 36 =0 $) 4x* —4x —15=10 Xy = 1 B] *=]
son 5] . (Compruébelo.) £) 2 1—2x 4 50
5 7 49 &= %=
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Ejercicio 16. Aplique las férmulas dadas para resolver las si-
guientes ecuaciones. (Sugerencia: primero escriba cada ecuacién en
la forma ax® - bx + ¢ = 0.)

a) 21 + x* = 10x X = X =
b)2x”—3x:0 Xy — Xy —
¢) 5x* = —8x X = X, =
d) 16.1 =4.7x + x* Xy = Xy =
e) 1.2x* — 204 =0 Xy = X, =
f)O—lQ,x—Sx‘ Xy = Xi =
g) —2.6x =12 —x* Xy = Xy =
h) —9907.2 = —4.3x* X = X, =
1)7=12x—3x2 X, = X, =
3 5 5 : ‘
3 B o = =
1) 5 5 ) 2

Problemas

1. El producto de dos nimeros consecutivos es 182, jcuales son
€S0Ss NUmeros?

9. El producto de dos nimeros pares consecutivos es 288, Jcudles
son esos Numeros?

3. Fl producto de dos nimeros impares consecutivos €s 1 935.
;Cuéles son dichos numeros?

4. La suma de dos nimeros es - 7y su producto es — 120, Jcua-
les son esos numeros?

5. La suma de dos niumeros es —32 y su producto es 247, jcua-
les son esos numeros?

6. Determine las dimensiones de una parcela rectangular cuya
4rea es de 7 144 m® y tiene 18 m mas de largo que de ancho.

7 Fl 4rea de un terreno rectangular es de 260 m*. Si el largo
es 6 m mayor que el doble de su ancho. jcuanto mide de largo y de
ancho dicho terreno?

8. El area de la figura es de 500 m*. (Cuiles son las medidas de
los lados de la figura?
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2x

e
x 3 x+2

9. En un tridngulo rectangulo la hipotenusa mide 2 cm mas
guc;a un cateto y 49 cm mds que el otro cateto, jcudles son las me-
idas _de sus lados? (Recuerde usted que el Teorema de Pitagoras
nos dice que en todo tridngulo rectingulo, el cuadrado de la %ﬂ i—
tenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.j =

¢* = a* + b*

b

ol i(;.te]i} érez; de un tridngulo rectangulo es 102 cm® Si uno de
: s es 7 cm menor que el cuadrupl :
mide cada uno de los catetos? e b R
11. Un triangulo tiene una area de 1 % i
52 em®, Si la altura es 5 cm
menor que el triple de la base, ;cuanto mi
s s 5 B o miden la base y la altura de
12, Calcule €l tiempo
que tarda en llegar al suelo un objet
que se lanza desde una altura de 50 - j ks
e 50 m con una velocidad inicial de
13. Calcule e] tiempo que tarda :
en llegar al suelo un objeto que
se lanza desde una altura de 70 m con una velocidad injicialqd
20 m por seg. | )
derelz'u eDzsude ri:;_lafda[tura de 400 m se deja caer un objeto (consi-
e elocidad inicial es cero). ;En cudntos segundos llega

15. Calcule el tiem
2 po que tarda en llegar a j
se deja caer desde una altura de 320 m. : SRR



TERCERA UNIDAD

TRIANGULOS Y CUADRILATEROS
(CONGRUENCIA)

Esta unidad esta dedicada esencialmente al estudio de la con-
gruencia de figuras geomeétricas. En especial, la congruencia de
triangulos y poligonos. Mas precisamente, en esta unidad

® Se analiza la congruencia de tridngulos y se establecen tres
criterios de congruencia.

® Utilizando éstos se estudian los tridngulos isosceles.

@ Sc trata el teorema de Pitagoras y algunas aplicaciones.

@ Utilizando los criterios de congruencia de triangulos se de-
muestran algunas de las propiedades basicas de los parale-

logramos y en particular, de los rombos, los rectingulos Yy
cuadrados.

1. POLIGONOS

Entre las figuras geométricas mas simples estan los peligonos
(del griego polygonos; de polys, mucho, y gonia, dngulo).

7Oy C
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En un poligono podemos distinguir sus vértices, sus lados y sus
angules. Por cjemplo, en el poligono ilustrado a continuacion, los
vértices son los puntos A, B, C, D y E; los lados son los segmentos
AB, BC, etc. y los angulos son los indicadoes en la figura.

E

El nimero de vértices, de lados y de angulos es el mismo.
Los poligonos pueden clasificarse segun el nimero de lados. Asi
se habla de

triangulos (3) octagonos (8)
cuadrilateros (4) nonagonos (9)
pentigonos (5) decdgonos (10)
exagonos (6) undecagonos  (11)
eptigonos (7) dodecagonaos (12)

Con mucha frecuencia, el estudio de poligonos se reduce al es-
tudio de triangulos. Por ello, los triangulos son muy importantes.

Para ilustrar esto, veremos ahora algunos resultados que se refie-
ren a la suma de las medidas de los angulos de un peligono y como
¢éstos pueden deducirse de propiedades de los triangulos.

Recordemos la siguiente propiedad:

La suma de las medidas de los tres dngulos de un tridngulo es
ede. " TS GRg0s a8 :

Este resultado se demostré en el segundo curse de matematicas
(Pag. 252) de la siguiente manera:
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Consideramos un II‘i_éi’l-gulO ABC y trazamos la recta [ que pasa
por C y es paralela a AB: |

—— A

Por ser angulos alternos internos entre paralelas, tenemaos que
A = XAy B = xR,
Yy como

A" + AC + 4B = 180°,

lenemos gue
A + 4C + 4B = 1807,

. }?eremias a E?ntinuacién c6mo, utilizando este resultado, podemos
soiver el problema analogo para cualquier poli ;

1 ono. Empecémo

con cuadriliteros. o ! i

Consideremos un cuadrilatero cualquiera. Al trazar una diagonal
queda triangulado: |

Cuadrilaters Cuadrildtero triangulade

Ol?sgrvemos_ que al sumar las medidas de los cuatro angulos del
.cu_ad?llatem obtenemos lo mismo que al sumar las medidas de los
sels angulos obtenidos; tres de cada tridngulo. Ahora bien, como la
suma de las medidas de los dngulos de cada uno de los iriéngulos

€s 180°, obtenemos, en total, 2 * 180° = 360° o8 M
. - =y O ; :
mostrado que 0°. Es decir, hemos de



68 MATEMATICAS — TERCER CURSO

La suma de las medidas de los cuatro dngulos de un cuadrild-
tero es 2 % 180° = 360°.

El razonamiento que hemos hecho para cuadrilateros se puede
repetir para poligonos convexos de cualquier numero de lados, Por
ejemplo, consideremos un pentigono y lo triangulamos trazando dos
diagonales:

Cuadriliters Cuadrilatere triangulado

La suma de las medidas de los cinco angulos de un pentagono
es igual a la suma de las medidas de todos los angulos que aparecen
en la triangulacién. Como hay 3 tridngulos. dicha suma es

3 % 180° = H40°.

Asi pues:

de los dngulos de um pentdgono es

Ejercicio 1.

a) ;Cuantas diagonales hay en un exagono que tengan un ex-
tremo en un mismo vértice?

b) ¢Y en un poligono de 7 lados?

Ejercicio 2. Utilizando las respuestas del ejercicio anterior de-
muestre que:

a) La suma de las medidas de los 4ngulos de un exagono con-
vexo, es 4 X 180°.

b) La suma de las medidas de los 4ngulos de un poligono con-
vexo de 7 lados es 5 x 180°.
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Ejereicio 3. Recordando que en un poligono regular todos los
angulos miden lo mismo y utilizando los resultados anteriores en-
cuentre:

a) La medida de cada 4dngulo de un exagono regular.
b) La medida de cada dngulo de un pentidgono regular.

B

Exagono regular Pentagono repgular

a4 = SB =

2. CONGRUENCIA

En los cursos anteriores de matematicas se habld varias veces de
congruencia. Se dijo que por “figuras congruentes” se entendia “fi-
guras que tienen la misma forma y el mismo tamano™.

En el primer curso se preciso el significado de estas frases en
el caso de que las figuras fueran segmentos o angulos. Se dijo que

Dos segmentos son congruentes si
‘Dos dngulos son con

tienen la misma. longitud,
ruentes si tienen la misma medida.

Después, en el segundo curso, al estudiar los conceptos de tras-
lacién, simetria axial y rotacion, se dio una definicién mas general
de congruencia de figuras planas. Se dijo que

Dos figuras del plano son congruentes si se puede transformar
una en la otra mediante traslaciones, rotaciones y simet
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Y se dieron ejemplos como el siguiente:

Las figuras A y B son congruentes porgue podemos transformar
una en la otra como sigue, Primero efectuamos una simetria axial y
transformamos A en A”:

Después podemos hacer una traslacion que transforma A" en A" y
finalmente una rotacién que transforma A” en B como se indica a
continuacion:

TRIANGULDS ¥ CUADRILATERDS Tl

Triangulos congruentes

En esta unidad estudiaremos con mas detalle la congruencia de
poligonos y, en especial, de triangulos.
Del concepto de congruencia de figuras planas se sigue que:

Duos tridngulos son congruentes si existe una correspondencia
biyectiva entre sus vértices

A« A B« B’ C e

tal que los lados y los dngulos correspondientes son congruen-
tes, es decir,

AB = A'B’ BC =~ B'C’ CA = C'A
/A = LA {B = /B O = LT

Para abreviar el lenguaje, lo anterior se expresa diciendo que
dos tridngulos son congruentes si su lados y sus dngulos correspon-
dientes lo somn.

Trazo de segmentos congruentes

El estudio de la congruencia de triangulos se ilustrara con el tra-
zado de triangulos (en la seccién 2 de esta unidad). Por ello convie-
ne revisar el trazado de segmentos y de dngulos congruentes. Em-
pecemos con segmentos.

Podemos ver si dos segmentos son congruentes utilizando un
compas



T2 MATEMATICAS — TERCER CURSO

o bien una regla graduada

o bien calcando uno de ellos v superponiéndolo en el otro.

7]

Ejercicio Utilizando un compas determine si los segmentos
indicados son o no congruentes, Luego use los signos = 0 = para in-
dicar el resultado.

Observacién. Puesto que es lo mismo decir “dos segmentos son
congruentes” que decir “tiene la misma longitud (o medida)

AB =~ CD equivalea AB=CD
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' B E C
I
| G I
K M
L <> N
H J
A ¥ D
AB [=|GH 1] [=| GH
AB [= MN . KL

EF CD BE FA
‘BE  FD AF 5 Ch
IJ i KL FD & AD
Ejercicio 5. Utilizando un compés marque sobre la recta ! un
segmento congruente con PQ.

L P

/

Ejercicio 6. Trace tres segmentos congruentes con AB y que
tengan un extremo en C. Use un compas y una regla no graduada.

A
°c

B
Ejercicio 7. Utilizando un compas y una regla no graduada,
trace un segmento CD congruente con AB de tal manera que D per-
tenezca a la recta L
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Trazo de angulos congruentes
Utilizando un compas podemos comprobar si dos angulos son
congruentes:
a) Trazamos dos arces de circunferencia con una misma aber-
" tura del compis:

b) Medimos después las distancias AB y CD (vea la figura si-
guiente ). Si éstas son iguales. los dngulos son congruentes.

Ejercicio 8. Con este procedimiento determine si son o no con-

gruentes los siguientes dngulos. Escriba el signo = o = segtmn el
resultade.
a) A A’
‘ LA LA'
bl B — C
\ ’7 /B L6
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c) E

D LE

D

Observacién. Recuerde que /A indica el dngulo A y que A
indica la medida del dngulo A. Por lo tanto,

/A = /B equivale a A = AB.

Este mismo método puede utilizarse para trazar un angulo que
sea congruente a un dngulo dado. Observe la serie de ilustraciones.

Angulo dado Construccion

~
\
ey
_{“//

Ejercicio 9. Utilizando el método descrito construya en su cua-
derno. dngulos congruentes en los siguientes.
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a) b)

2. CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

En la seccién anterior de esta unidad se dijo que dos tridngulos
son congruentes si tiemen, respectivamente, congruentes sus lados
y sus dngulos, En esta seccion veremos condiciones que nos permi-
ten asegurar la congruencia de triangulos sin necesidad de verificar
la congruencia de todos los lados y angulos correspondientes.

Las siguientes construcciones geometricas nos ayudaran a en-
tender estas condiciones.

Problema 1, Trazar un tridngulo que tenga sus lados congruen-
tes a tres segmentos dados.

Segmentos dados: ' 0 Y“

&olucién, Se traza primero un segmento A'B’ congruente con AB
(observe la figura). Con centro en A’ y una abertura de compas
igual a CD se traza un arco. Después, con centro en B’ y una aber-
tura de compds igual a EF, se traza otro arco que interseque al pri-
mero.

P

B)
A;
El trisngulo A’B’P obtenido tiene lados congruemntes con los seg-
mentos dados.
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Ejercicio 10. Dibuje un tridangulo cuyos lados sean congruentes
a los segmentos siguientes. |

Ejercicio 11. Dibuje un triangulo cuyos lados midan 3, 4 y 5 cm.

Ejercicio 12. Dibuje un tridngulo equilatero.

| Problema 2. Tmzaf un tridngulo que tenga dos lados congruen-
tes con dos segmentos dados y el dngulo formado por ellos con-
gruente con un dngulo dado. |

Datos: .

D
A
C

Solucion. Se traza primero un angulo congruente con el an-
gulo dado siguiendo el método de la seccion anterior;

O

En uno de sus lados se marca un punto P de tal manera que OP =
AB. Analogamente, en el otro lado se marca Q de tal manera que
OQ = CD.

El méngulo obtenido OPQ tiene dos lados congruentes con los seg-

‘mentos dados y el angulo formado por ellos congruente con el én-

gulo dado.
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0« o
Eiercicio 13.  Dibuje un triangulo que tenga dos lados cqx;gxﬂen-
tes con.los siguientes segmentos y tal que el angulo que ellos forman
sea congruente con el dngulo que se da.

'\\ \
\\_\ /
N
\ .

-,

'\\

Hjercicio 14 Dibuje un tridngulo que tenga dos lados de lon-
gitud 6 y 4 cm y cuyo angulo por ellos formado sea recto.

TRIANGULOS ¥ CUADRILATEROS F4s;

Ejercicio 15. Dibuje un triangulo que tenga dos lados congruen-
tes entre si y el angulo incluido por estos de 90°. (Obsérve que los
otros dos angulos miden 45°.)

Problema 3. Trgzar un tridngulo que tenga un lado congruen-
te con un segmento dado y los dngulos adyacentes a este lado con-
gruentes con das dngulos dados.

Solucion.  ge traza primero un segmento congruente con AB.

Despues, siguiendo el método de la seccién anterior trazamos un
angulo con vertice en A’ y gue sea congruente con uno de los an-
gulos dados:

Analogamente, con vértice en B’ trazamos un angulo congruente
con el otro angulo dado.
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Prolongando convenientemente los lados de los angulos dibujados ob-
tenemos un triangulo A’B/C’ que tiene un lado congruente con el seg-
mento dado y los angulos adyacentes congruentes a los d4ngulos dados.

Ejercicio 16, Dibuje un triangulo que: tenga un lado _de_longi-
tud 10 cm y los dngulos adyacentes congruentes con los siguientes.

Las construcciones anteriores sugieren los siguientes criterios de
congruencia de tridngulos que nosotros aqul aceptaremos Ccomo
axiomas.

Criterio LLL (lade, lado, lado)

Por ejemplo, si en los triangulos ABC vy A’B'C’ se tiene que

AB=~AB, BC=BC y CA=CA
entonces los tridngulos son congruentes. Y en particular,

/A =/A", [B=/B, LC=/C.
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Otro ejemplo: Si dos tridngulos tienen sus lados de longitud
2,3y 4 cm, entonces los triangulos son congruentes. En particular,
sus angulos respectivos son congruentes.

Pregunta. Si los tres dngulos de un tridngulo son respectiva-
mente congruentes a los tres angulos de otro tridngulo, json enton-
ces congruentes los tridngulos?

Por ejemplo, si las medidas de los dngulos de dos triangulos son
307, 60° y 90° ;son necesariamente congruentes los tridngulos?
(Piense, por ejemplo, en dos escuadras del mismo tipo, pero de dife-
rente tamano.)

Criterio LAL (lado, angule, lado)

Si dos tridngulos ABC y A’B'C’ son tales que

AB = A'B', AC = AC" /A =/ A
entonces los tridngulos son congruentes. Y en particular

BC = BC, /B=/B" y  LC =i

Por ejemplo. si dos tridngulos rectangulos tiene sus catetos con-
gruentes entonces los tridngulos son congruentes.

Criterio ALA (angulo, lado, angulo)
§i dos tridngulos ABC y A’B’C’ son lales que
AB=A'B., [A=/A" y /[B=/B

entonces los tridngulos son congruentes. Y en particular,

AC =~ A'C", BC=BT y /C=/C.

Los tres criterios de congruencia de triangulas que acabamos de
examinar y que desde ahora aceptaremos como axiomas (pues no los
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C c

A

g

hemos demostrado) serdn una especie de punto de partida. Con
ellos se podrdn demostrar interesantes propiedades de los pal_:ale.lo.-
gramos, rombos, rectangulos y poligonos en gcner;_ﬂ. Estoslqn.tenos
e utilizaran también con mucha frecuencia en las dos siguientes
unidades: LA CIRCUNFERENCIA y SEMEJANZA,

4, TRIANGULOS ISOSCELES

Recardemos que un triangulo se llama isdsceles si tiene dos lados
congruentes.

Triingulo isdsceles

Estudiaremos ahora algunas propicdades de esos triangulos. Uti-
lizando uno de los criterios de congruencia de tridngulos demostra-
remos la siguiente propiedad.

Si en un tridngulo isosceles ABC, con AB = AC, trazamos la me-
diana AM (es decir, BM = MC); entonces los tridngulos AMB
y AMC son congruentes.
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En efecto, los tres lados del tridngulo AMB son respectivamente
congruentes a los tres lados del triangulo AMC:

1. AB = AC por ser isésceles.
2. BM = MC por ser AM la mediana.
3. AM = AM.

Por lo tanto. segun el criterio LLL de congruencia de tridngulos
AAME y AAMC son congruentes,

Como consecuencia de este resultado se obtienen varias propie-
dades que usaremos con frecuencia posteriormente,

La mediana AM de un tridngulo isdsceles es bisectriz.

AB = AC
BM = MC

En efecto, como AAMB y AAMC son congruentes, los dngulos co-
rrespondientes lo son. En particular

/BAM = /CAM,

es decir, AM es bisectriz.
En forma andloga demostraremos que:

Fn efecto, de la congruencia de los triangulos mencionados se deduce
que

/BMA = /CMA
y como entre los dos miden 180°, cada uno de ellos mide 90°. Por
lo tanto, AM es perpendicular a BC, es decir, AM es altura.

Ejercicio 17. Utilizando solamente una regla graduada encuen-
tre €l area del siguiente triangulo. (Utilice el hecho de que la me-
diana es altura.)
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base 8
Alt. 3.5

Bjercicio 18. Utilizando solamente una regla graduada trace la
hisectriz en A del siguiente tridngulo, (Compruebe gque es isdsceles
y utilice el hecho de que la mediana es bisectriz. )

A

lados 4
bhase &

B C

Observacion, En el Segundo Curso de Matemdticas se demostra-
ron estos resultados utilizando el concepto de simetria axial (vea
Pags. 265-267).

Otra propiedad de los tridngulos isésceles es:

En un tridngulo isésceles los dngulos opuestos a los lados
congruentes son congruentes.

A
Si AB = AC
/\ \‘>\ entonces /C = /B
B e

Esto es también consecuencia de que los tridangulos que se obtie-
nen al trazar la mediana (vea la Fig. de la Pag. anterior) son con-
gruentes. En particular, /B = /C.
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El reciproco del resultado anterior también es cierto:
Un tridngulo que liene dos dngulos congruentes es isosceles.

Mas precisamente, (vea la Fig. anterior)
si /C = /B, entonces AB =~ AC
Omitiremos la demostracion.

Ejercicio 19.

2
/'r/-/ \h\.
A - AB = AC AB = 30°
B // '“‘w_\\- 5 ‘d:C = 4[5‘ ==
Ejercicio 20.
/\A
/ \
/ \\ 4C =70  AB = AC
/'I X A =
A ¥ 4B =
Ejercicio 21.
/Xﬁ
’ _ 20° 4B = 80°

Il

/ \ A
\ XC

(Es isésceles el triangulo?
(Por qué?
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Ejercvicio 22,

o
4A = 30° 4B = 70°
4C -
¢Es isésceles el tridngulo?

¢l \m (Por qué?

Ejercicio 23. A =80°, 4B =50°, AC=3 AB=_
Ejercicio 24, XA =90°, 4B =45°, BC = 2.82,
Perimetro = 6.82, AB =
5. EL. TEOREMA DE PITAGORAS
Desde la antigiiedad el hombre se ha fijado en los tridngulos rec-

tangulos. Recordemos que un triangulo rectangulo es aquel que tie-
ne un angulo recto. Sus lados reciben nombres especiales:

a0

Caleto Hipotenusi

i Cateto

|

Los egipcios observaron que si un tgiangulo es tal que sus lados
miden 3, 4 y 5 unidades entonces el tridngulo es rectangulo. Y a
veces se valian de esto para trazar dngulos rectos.
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Observaron también que al construir cuadrados sobre los lados
de ese triangulo, como se muestra en la siguiente ilustracién,

ocurre que el irea del cuadrado C es la suma de las 4reas de los cua-
drados A y B.

Efectivamente asi es, pues

el area del cuadrado A es 3* = 9 unidades cuadradas
el drea del cuadrado B es 4* = 16 unidades cuadradas
el area del cuadrado C es 5° = 25 unidades cuadradas
y se tiene que 9 + 16 = 25.



88 MATEMATICAS — TERCER CURSO

Los griegos, en sus estudios matematicos, encontraron que lo
anterior ocurre no sélo en ese triangulo sino en cualquier triangulo
rectangulo, sin que importe cudles son las medidas de sus éngulos.
Expresaron €so asi:

irea de C = area de A | 4rea de B |

La afirmacién anterior recibe el nombre de Teorema de Pitd-
goras precisamente porque fue Pitdgoras de Samos el matematico
gi"iego que demostré que es verdad lo que en €lla se dice.

A continuacién indicaremos un trabajo préctico que ilustra el
signiticado de este teorema, Conviene que usted realice este trabajo
con un triangulo como el que se da y después con cualquier otro
triangulo rectangulo.

1. Trazamos un tridngule rectangulo.

C
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9. Construimos cuadrados correspondientes a cada uno de los
lados del tridngulo ABC.

3. Buscamos el centro del cuadrado BDEC, (Dicho punto es la
interseccion de las diagonales.)

4. Por el centro encontrado trazamos una paralela y una per-
pendicular a la hipotenusa, Con esto determinamos 4 regiones en el
cuadrado BDEC.
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5. Recortamos estas cuatro regiones y también el cuadrado cons-
tuido sobre el cateto AC. Después colocamos en forma conveniente
todos esos recortes sobre el cuadrado grande:

6. Esto indica que el cuadrado construido sobre la hipotenusa
ocupa la misma area que los dos cuadrados construidos sobre los
catetos.

Trabajo practico. Dibuje en un papel algin tridngulo rectangulo
y repita los pasos que hemos hecho en el ejemplo anterior.

Ejervicio 25, Utilice el Teorema de Pitagoras para encontrar
las longitudes que faltan en los tridngulos rectangulos que se ilus-
tran. (Las ilustraciones no indican las medidas reales.)

a)

a =12 om

b= 16 ¢m
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¢) d)

=7 ¢m

b =7 cm

e) ¢Cual es el valor de y?

Va0

»

3y

Ejercicie 26. ¢Cuantos metros mide la diagonal de un rectin-
gulo como el que se ilustra?

70 m

Ejercicio 27. En el siguiente poligono el angulo A y el angulo
B son rectos.

Ejercicio 28. Una antena de radio se encuentra sobre una torre
de 20 m de altura. jCudnto medird un tirante de acero que se en-

gancha a 5 m de la punta de la torre y queda, en su otro extremo
8 m alejado de la base?
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Ejercicio 20,

AD =
DC

I

6. PARALELOGRAMOS

Un paralelogramo es un cuadriltero gue tiene sus lados opues-
tos paralelos.

; / / / Paralelogramos
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Los patalelogramos tienen una interesante propiedad de simetria:

Al efectuar una rotacién (de 180°) alrededor del punto de inter-
seccion de las diagonales, el paralelogramo se transforma en st mis-
mo. Es decir, es simétrico con respecto @ esta rotacion.

En particular, observamos que los lados opuestos se transforman
el uno en el otro. Por lo tanto son congruentes:

En un paralelogramo los lados opuestos son congruentes.

/) /==

Esta propiedad que hemos observado se puede demostrar facil-

mente utilizando un criteric de congruencia de tridngulos. Hag-
moslo.

||? Il?
B

Demostracion. Tracemos una diagonal.

Los triangulos ABD y CDB son congruentes (criterio ALA) pues-
to que



94 MATEMATICAS «— TERCER CURSO

1, Los angulos marcados con un arco son congruentes (son al-

> >
ternos internos entre las paralelas AB y DC).
2. Los angulos marcados con dos arcos son congruentes (son al-

ternos internos entre las paralelas AD y BC).
3. El lado BD es com(n a ambos triangulos.

Por consiguiente, al ser congruentes los triangulos, los lados co-
rrespondientes son congruentes. Por lo tanto,

AE~CD y BC=AD,

Ejercicie 30. En un paralelogramo

4]
¢ a+ b =20
4

Encuentre las longitudes a, b y d de los lados.

Ejercicio 31. En un paralelogramo, el perimetro es 30 cm y la
diferencia entre las longitudes de dos lados consecutives es 3. En-
cuentre las longitudes de los lados.

Otra propiedad que se puede observar en la simetria de los rec-
tangulos (vea la figura de la Pig. 92) es que los angulos opuestos
se transforman el uno en el otro vy, por lo tanto, son corigruentes.

Este resultado lo podemos también demostray lacilmente.

En un paralelogramo los dngulos opuestos son congruentes.

H ¢

\
LA = /T
(B = /D

4 L0
4 B
Demostracion.
s c
4] = /2
(angulos correspondientes
entre las paralelas
1 2

/A /B AD y BC.
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NS (2213
(alternos internos entre las para-

- —
2 lelas AB y DC).

7

Por lo tanto, /1 =~ /3, es decir, /A = /C.

Ejereicio 32. Demuestre que /B == /D de manera aniloga a la
anterior.

Ejercicio 33. Demuestre que dos angulos consecutivos de un pa-
ralelogramo son complementarios. Esto es,

D P
A + 4B = 180°
AB + 2C = 180°
4C + 4D = 180°
’ D + ZA = 180°
B

(Sugerencia. Observe la primera figura de la demostracién anterior. )

Ejercicio 34. Siun angulo de un paralelogramo mide 30°, jcuan-
to miden los deméas angulos?
Ejereicio 35. La diferencia entre las medidas de deos angulos

consecutivos de un paralelogramo es de 20°, ;Cudnto miden los
angulos del paralelogramo?
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Otra propiedad que se observa al efectuar una rotacion de 180°
alrededor del punto de interseccion de las diagonales de un parale-
gramo es que ¢l segmento OA se wansforma en OC y OB en OD
como se observa en la figura anterior.

Por lo tanto AO = OC y OB = OD, es decir, las diagonales se
cortan en sus puntos medios.

Nuevamente un criterio de congruencia de triangulos permite
demostrar facilmente este resultado gue hemos observado.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan ¢n sus puntos
medios.

AO = OC
BO = OD

Demostracién. Los tridngulos AOB y COD son congruentes (cri-
terip ALA) puesto que

1. Los angulos marcados con un arco som congruentes (son al-
— >
ternos internos entre las paralelas AB y CD).
2. Los angulos marcados con dos arcos son congruentes (mis-
ma razon).
3. AB = CD (son lados opuestos de un paralelogramo).

Por consiguiente, al ser congruentes los tridrigulos, los lados co-
rrespondientes son congruentes. Por lo tanto,
AO=0C y BO=0D,
es decir, O es el punto medio de las diagonales.

Ejercicio 36. Usando el resultado que acabamos de demostrar
encuentre un procedimiento para hallar el punto medio de un seg-
mento utilizando tnicamente una regla (no graduada) y una es-
cuadra,
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Sugerencia. Trace un paralelogramo que tenga al segmento da-
do como diagonal.

7. ROMBOS, RECTANGULOS ¥ CUADRADOS

Entre los paralelogramos se distinguen los rombos, los rectangu-
los y los cuadrados. .

Rombo €5 un cuadrildtero que tiene sus cuatro lados congruentes
entre si. Por qué los rombos son paralelogramos? Contestaremos
esta pregunta.

Consideremos un rombo cualquiera y tracemos una diagonal :

B
Los triangulos isésceles ABC y ACD son congruentes (criterio

LLL) pues sus tres lados son, respectivamente, congruentes, Por lo

tan;o los angulos respectivos son congruentes, En particular, /1 = /2
y /3 =4:
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Por lo tanto, AB y CD son paralelos (tienen angulos alternos internos
congruentes) y, analogamente AD y BC son paralelos. Es decir, he-
mos demostrado que

Los rombos son paralelogramos. A\

Observacién. Este mismo razonamiento permite demostrar gue
si en un cuadrilitero los lados opuestos son congruentes enfonces
el cuadrildtero es paralelogramo. Trate de hacer la demostracion.

Asi pues, como los rombos son paralelogramos y en un paf"alelo-
oramo las diagonales se cortan en Sus puntos medios, tal.'r?bien las
diagomales de cualquier rombo se cortan en sus puntos medios.

LAh-ora bien, las diagonates de los rombos tienen ademas olra pro-
piedad que es de mucha utilidad :

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Demostracién. El triangulo ABC es isosceles pues BC = BA.

Como las diagonales se cortan en sus puntos medios, CM = MA,
por lo que BH es la mediana de dicho tridngulo isésceles. Y como en
un triangulo isésceles (segun hemos ya dexn_clstrado') la mediana es
altura, resulta que BM es perpendicular a CA. O sea, las diagonales
son perpendiculares.
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Fjercicio 37, Los lados de un rombo miden 10 ¢m y una de las
diagonales mide 16 ¢m, ;Cudnto mide la otra diagonal? (Utilice el
teorema de Pitagoras. Hapa primero una figura.)

Ejercicio 32, Las diagonales de un rombo miden 24 m y 10 m.
¢Cuanto miden sus lados?

Elervivio 39.  §j las diagonales de un rombe miden 60 y 80 cm,
¢cudl es el perimetro del rombo?

El hecho de que las diagonales de un rombo se bisequen y sean
perpendiculares se utiliza en muchas construcciones con regla y
compas. Estudie y practique las construcciones 4, 5, 6 y 7 de la
seccion 3 de la quinta unidad.

Pasemos ahaora a los rectangulos.

Un rectangulo es un cuadrilatere cuyos cuatro angulos son rectos.

[ .

Los rectdngulos som paralelogramos (dos perpendiculares a una
recta son paralelos entre si).

Por lo tanto, los lados opuestos de un rectangulo son congruen-
tes y sus diagonules se cortan en sus puntos medios.

Pero ademds las diagonales de los rectdngulos tienen otra pro-
piedad:

Las diagonales de un rectingulo son cang'ruentes';

D= C
b -
A a B
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Demostracién. Observemos los tridngulos rectangulos ABC y
ADB. Tenemos que

D_ ﬁlc
Bl R r AC=VET B
A a B

5 C
b e b BD= VETFP
A a B

Por lo tanto, AC = BD, es decir, AC =~ BD.

Ejercicio 40. Los lados de un rectingulo miden 24 y 10 ¢in
¢Cuanto miden las diagonales?

Ejercicio 41. Si las diagonales de un rectangulo miden. 20 cm
y une de los lados 16 c¢m, jcudnto mide el otro lado?

Ejercicio 42. El perimetro de un rectdngulo es 14 m y uno de
los lados mide 4 m. ;Cuénto miden las diagonales? ;Cudl es el area
del rectangulo?

Las diagonales de un cuadrado se intersecan en Sus puntos me-
dios, son perpendiculares entre si y, ademds, son congruentes.

D C
Fad
L s
N F
My #
S P AQ = 0OC BO = OD
\\Q/I AC | BD
// ~ AC = BD
o~ \'\
7z ~
P .
P %
F i N
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Un cuadrado es un cuadriliatero que tiene sus cuatro lados con-
gruentes entre si y sus cuatro angulos rectos. En ctras palabras un
cuadrado es rombo y rectangulo. Es, desde luego, paralelogramo.
Por consiguiente todas las propiedades de los paralelogramos, los
rombos y los rectangulos valen para los cuadrados.
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CUARTA UNIDAD

LA CIRCUNFERENCIA

La circunferencia es una de las figuras planas mas importantes
tanto en las matemadticas como en sus aplicaciones.
En esta unidad

1. se estudiardn propiedades de algunos segmentos y rectas re-
lacionados con circunferencias;

2. se analizardn y demostrardn varias relaciones entre diferen-
tes dngulos y arcos en una circunferencia y

3. se aplicardn los resultados obtenidos para realizar y justifi-
car dibujos con regla y compds.

1. CONCEPTOS BASICOS

Dificil es imaginarse lo que hubiera ocurrido con nuestra civi-
lizacion si no se hubiera dispuesto de la rueda. Esta méiquina ele-
mental, por mds simple que pueda parecernos no deja de ser una
maravilla.

Como figura geométrica la rueda podemos pensarla como um
circulo; su contorno, como una circunferencia.

¢(Qué es lo esencial en una rueda?

Si recortamos una figura cualquiera, marcamos en ella un punto
que nos sirva de eje y la hacemos rodar en un plano, nos daremos
cuenta tacilmente que:
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| -
§ i

-

= J'{ - —_
S 7T TP T ST LIS LSS TS TS LTSS LS

T A T T A

i

la tinica manera de lograr que el eje se mantenga a und -nnsmrf‘al?i-
ra es que la figura sea un circulo y que el eje sea el centro del circulo.

Asi. en una rueda. la distancia del eje a cualquier punto d?j su
contorno es siempre la misma y esto ocurre solamente en las ruedas.
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Circunferencias

Las figuras geométricas que representan a las ruedas son las
circunferencias. Para dibujar circunferencias se puede utilizar un
compas:

También se puede utilizar un cordén tenso. sujeto en un extremo
en el centro y con un marcador en el otro extremo:

Observernos que lo esencial en el proceso de dibujar una cir-
cunferencia es que durante el trazado de la curva no alteramos la
distancia entre el centro y cualquiera de los puntos de la curva

OP =+
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Esto concuerda con la definicién que usted conoce:

DEFINICION. Sea O un punto y v un nimero mayor giie Cero.
La circunferencia de centro O y radio 1 es el conjunto de todos
los puntos P del plano cuya distancia a O es 7, es decir, OP =r.

Lugares geométricos

Cuando se describe un conjunto de puntos del plano mediante
cierta propiedad, como en el caso de una circunferencia, se acostum-
bra hablar de lugar geométrico como sinénimo de conjunto.

Asi, por ejemplo, podemos decir que la circunferencia es el lugar
geométrico de los puntos P del plano tales que OP = 1, o bien que
la circunferencia es el conjunto de los puntos P del plano, etc.

Veamos varios ejemplos de lugares geométricos.

Ejemplo 1. Dado un segmento AB, sabemos que la recta l per-
pendicular a AB en su punto medio M consta de todos los puntes P
del plano que equidistan de A y de B (es decir, tales que PA = PB).
Esta recta se llama mediatriz del segmento AB. Podemos entonces
decir que

condunto) de puntos que equidistan de A y B.

La mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico (o el

Fi(’-mplo 2. Sabemos que si un punto P estd en la bisectriz de
un angulo, entonces la distancia de P a un lado es igual que la dis-
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tancia de P al otro lado del angulo. Es decir, P equidista de los lados
del angulo:

PA = PB

Sabemos también que si un punto del plano equidista de los dos la-

dos de un dngulo, el punto estd en la bisectriz. Podemos entonces
decir que

~ de los puntos del

Ejemplo 3. El lugar geométrico de los puntos que son solucién
de la ecuacion x + y = 4 es la recta que se ilustra:

/
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Ejemple 4. El lugar geométrico de las soluciones del sistema

"x +y=25
{x—f&ny

estda formado por un solo punto A = (4, 1).

Ejercicio 1, Defina la esfera como “el conjunto de puntos del
espacio tales que...” en forma aniloga a la definicién de circun-
ferencia.

Ejercicio 2.
a) En un sistema de coordenadas marque los puntos
(0, 1), (0, 7), (0, —=1), (0, =3)

b) Marque otros puntos cuya abscisa sea 0. es decir, puntos de
la forma (0, y). '

¢) ;Cual es el conjunto de los puntos del plano cuya abscisa es
cera?

Ejercicio 3. ;Cual es el lugar geométrico de los puntos del pla-
no cuya ordenada es cero?

Ejercicio 4.
a) Encuentre el conjunto de puntos del plano cartesiano cuya
abscisa es 7.

b) Encuentre el lugar geométrico de puntos del plano cartesiano
cuya ordenada es 3.
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Ejercicio 5.

a) Encuentre el conjunto de puntos del plano cuya abscisa es 7
y cuya ordenada es 3.

b) Encuentre el conjunto de puntos del plano tales que su abs-
cisa es 7 o bien su ordenada es 3.

Radios y diametros

En la definicién de circunterencia hemos dicho que el radio
es la distancia del centro a cualquier punto de la circunferencia. Es
decir, es la longitud de cualquier segmento OP,

Sin embargo, también se acostumbra llamar radio a cualquiera de
dichos segmentos. Asi pues, se usa una misma palabra, radio, para
hablar tanto del segmento OP como de su longitud OP = r. A pesar
de todo, esta ambigiedad no causa confusiones,

Lo misma ocurre con la palabra diametro:

Al segmento PQ se le llama didmetro y también a su longitud PQ —
2r se le llama didmetro.
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Puntos interiores y exteriores. Circulos

Cada circunferencia separa dos regiones en el plano, la interior
y la exterior. La region interior estd formada por todos los puntos
cuya distancia al centro es menor que el radio r y la exterior es el
conjunto de todos los puntos cuya distancia al centro es mayor
que 7T

P
o
r
P es interior si P es exterior si
OP < r OP>r
Regibn
interior
Reglén
exteriox

El conjunto formado con los puntos interiores y los de la cir-
cunferencia se llama circulo, es decir,

El mrcuro de centro O y radio r es - ) (5
tos del plano cuya dzsmnma- a‘ O es _-menor o _iyual.::que r

Circunferencia Circulo

L& CIRCUNFERENCIA 11

Ejemplo. (Una aplicacién del teorema de Pitdgoras.) Conside-
remos una circunferencia de radio 5 con centro en el origen de un
sistema de coordenadas.

Para averiguar si un punto, por ejemplo el punto P = (3, 2), es
interior, exterior o bien estd en la circunferencia podemos simple-
mente marcar el punto y observar donde se encuentra. Sin embargo
en algunos casos puede ser 1til un método que no necesite recurrir
a figuras.

Es facil encontrar este método si recordamos que la distancia
QP de un punto P = (x, y) al origen O es, segiin el teorema de Pi-
tdgoras,

B =(x u
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En nuestro ejemplo tenemos

OP=3:+22=V9+4=y13=346<H =7

Asi pues, como OF < 7, P es interior,

Ejercicio 6.  Procediendo como en el ejemplo anterior y en los
incisos a) y b) averigiie si los puntos que se dan son interiores, ex-
teriores o estan en la circunferencia de arriba. (Utilice una tabla de
raices cuadradas si es necesario.)

a) A=(—4, 5)

OA =\ (—4) +5 =16 +25 = /41 =640 > 5 = r.
Por lo tanto, como OA > 7, A es exterior

b) B = (4, —3)

OB=vy4*+ (—3)0¥=VI16+9=VvV25=5=r

Por consiguiente, como OB = r, B estid en la circunferencia. (Obser-
ve usted que en este caso, por las imprecisiones inevitables en los
dibujos seria dificil darse cuenta si el punto estd o no en la circun-
ferencia.)

¢) C = (4, 4) d) D = (3, 4) e) E= (-3, 4)

f) F= (-4, —5) g) G=(5,0) h) O = (0, 0)

Ejemplo. Segin lo que acabamos de observar en los dltimos
ejemplos y ejercicios, podemos decir que

La circunferencia de radio r y centro en el origen de un sistema
de coordenadas es el conjunto de puntos P = (x, y) tales que

Vi + yf =,
Ejercicio 7. Diga cudles son los siguientes conjuntos:

a) El conjunto de puntos (x. y) tales que

VX <

b) El lugar geométrico de los puntos P = (x, y) del plano ta-
les que

Va4 yt < .
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¢) El conjunto de puntos P = (x, y) del plano tales que

VX +Hy >,

Cuerdas, angulos centrales vy arcos

A continuacién se dan algunas definiciones relacionadas con
circunferencias,

Secante, Es una recta que interseca a la circunferencia en dos

puntos.

Cuerda. Es un segmento cuyos extremos son puntos de la cir-

cunferencia,

Angule cenfral. Es un dngulo cuyo vértice es el centro de la

circunferencia.
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Un angulo central determina dos arcos de la circunferencia:

Arco menor. Es el conjunto de puntos de la circunferencia que
estan en el interior del dngulo, incluyendo los puntos P y Q.

Areo mayor. Es el conjunto de puntos de la circunferencia que
estan en el exterior del dngulo, incluyendo P y Q.

P vy Q se llaman los extremos. tanto del arco menor como del
arco mayor.

Observaciones

1. Si el angulo central es llano, cualguiera de los dos arcos es
Menor y mayor.

2. 8i el angulo central es de 0°, el arco menor se reduce a un
punto (P = Q) y el arco mayor es toda la circunferencia.

Ejercicio 8.

a) En la siguiente circunferencia dibuje la cuerda AB. la secan-

te AC. el angulo central /POQ.
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b) Haga lo mismo en la siguiente circunferencia.

Ejercicio 9. En la figura del inciso a) del ejercicio anterior mar-
que el arco menor determinado por el dngulo central /POQ y el arco
mayor. Haga lo mismo en la figura del inciso b).

Ejercicio 10.
a) En la siguiente figura trace los angulos ZAOB y /POQ. En-
cuentre sus medidas en grados y comparelas.

b) Trace las cuerdas AB y PQ. Encuentre sus longitudes y com-
pirelas,

Que H4POQ = 90°
y LAQOB = 60°
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Ejercicio 11. Repita el ejercicio anterior en la figura siguiente.

i

Que FAOB = 45°
Q y 4POQ = 457

Al resolver este ejercicio habrd usted observado que LAOB =~
/AOQ pues ambos tienen la misma medida. Habra observado que,
en este caso, también las cuerdas respectivas son congruentes, AB =
PQ.

Esto es cierto en cualquier circunferencia y lo podemos demos-
trar muy facilmente si aplicamos un criterio de congruencia de
tridngulos.

Demostracion. Consideremos los triangulos

NAOB APOQ

Tenemos que /AOB = /POQ por hipétesis. Ademis OA =OP y
OB = 0Q (pues todos esos segmentos son radios de la circunferen-

LA CIRCUNTEBRENCIA 117

cia). Entonces los (ridangulos son congruentes pues tienen dos lados
respectivamente congruentes y también el angulo comprendido entre
ellos. Por lo tanto los lados AB y PQ son también congruentes.
Comeo ejercicio y utilizando otro de los criterios de congruencia
podrd usted demostrar facilmente que vale la afirmacion inversa:

Ejercicio 12. Demuestre €] siguiente teorema.

Para la demostracién observe la figura siguiente.

Hipotesis: AB = PQ
Por demostrar: /AOB = /POQ

Tres puntos ne colineales determinan
una circunferencia

Consideremos dos puntos P y Q en una circunferencia y dibuje-
mos el tridngulo APOQ.
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Este tridngulo es isésceles pues OP = 0Q = r, Sabemos que la al-

tura OM de este triszngulo es mediana, es decir, PM = MQ. En otras
palabras, sabemos que

 TEOREMA. El centro de una circunferencia esté en la perpen-
. dicular en el p

En otras palabras, si PQ es una cuerda de una circunferencia,

entonces el centro estd en la mediatriz del segmenio PQ.
Es fécil ver también que:

 TEOREMA. Cualquier punto de la mediatriz de un segmento
AB es centro de una circunferencia que pasa por A y por B,

En efecto, consideremos un segmento AB y un punto O en la
mediatriz.

Sabemos que entonces OA = OB. Por lo tanto la circunferencia con
centro en O y radio OA = OB pasa por A y B:
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Con esto observamos que, dados dos puntos P y Q, podemos
trazar tantas circunferencias comeo queramos que pasen por P y Q.

Basta tomar como centro cualquier punto de la mediatriz del seg-
mento PQ:

Ejercicio 13.  Marque dos puntos y trace varias circunferencias
que pasen por ellos.

Ahora se ve natural plantearse el siguiente problema:

Dados 3 puntos P, Q y R jhabrd o no circunferencias que pa-
sen por ellos?

ler. caso. Supongamos que P, Q y R no son colineales. Es facil
razonar como sigue, después de lo que hemos visto:

Si una circunferencia pasa por P y Q, su centro estd en [ (1, media-
triz del segmento PQ).
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Si una circunferencia pasa por Q y R, su centro esti en I' (I! me-
diatriz del segmento QR),

Por lo tanto, si una circunferencia pasa por los puntos P, Q vy R,
su centro estard tanto en I como en I', es decir, su centro es la inter-
seccion O de [ y I'. (Las rectas I v I’ se intersectan porque P, Q y R
no son colineales.)

Ademas sabemos cOmo trazaria (recuerde como se traza la me-
diatriz de un segmento).

Ejercicio 14. Trace una circunferencia que pase por los tres
puntos dados a continuacién.
P -
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Ejereicio 15. A un mecénico le pidieron que hiciera una per-
foracién en un disco como el que se ilustra a continuacion y que sir-
viera de eje. ;Puede usted ayudarlo a encontrar dicho eje?

Ejercicio 16. ;Qué lugar de la Republica Mexicana equidista
(aproximadamente) de las ciudades de Matamoros, Orizaba y Chil-
pancingo? (Utilice el siguiente mapa.)
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Ejercicio 17. En una explanada hay tres puntos A, B y C tales
que cada uno dista del otro 550 m. Haga un plano a escala 1:1 000.
Encuentre un punto M que equidiste de A, B y C y encuentre esta
distancia en el plano y la distancia real.

Ejercicio 18. Determine si los siguientes cuatro puntos estan
en una misma circunferencia.

Q =

Ejercicio 19, Determine si los siguientes cuatro puntos estian
en una misma circunferencia.

Después de haber examinado el primer caso y de ver algunas

aplicaciones consideremos qué ocurre cuando se tienen tres puntos
colineales:

20. caso, Consideremos tres puntos colineales P, Q y R. Si una
CiICunferenEi_ pasara por P, Q y R, su centro estaria tanto en [ (me-
diattiz de PQ) como en !’ (mediatriz de QR). (Vea el dibujo.)
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Pero ahora [ y I' son paralelas por lo que no se intersecan. Por lo
tanto no hay circunferencias que pasen por P, Q y R. Es decir, hemos
demostrade que:

colineales.

Tangenles

Si observamos una rueda de un camién cargado podemos notar

que ésta hace contacto con el piso en un cierto tramo.

Esto se debe a que la llanta es relativamente blanda y se deforma
con cierta facilidad al soportar el peso del vehiculo.
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—
Superficie de contacto

Si, en cambio, observamos una rueda de un carro, la cual es
muy dura, apoyada en un piso plano y duro también, vemos que la
superficie de contacto es muy pequena.

Superficie de contacto

Estas observaciones pueden sugerirnos que una rueda “ideal”
sobre un piso plano “ideal” deberia tener un solo punto de contacto.
La siguientes definicién describe esta situacién ideal.

LA CIRCUNFERENCIA 125

i Circunferencia

Tangente
Punto de contacto

Los dos trabajos practicos siguientes le daran una idea acerca
de una propiedad bdsica de las tangentes a una circunferencia,

Trabajo 1. Del eje de una rueda que se encuentre sobre un piso
horizontal cuelgue una plomada. ;Dénde queda la punta de la plo-
mada? ;Qué angulo forman la plomada y el piso?

Trabajo 2. Dibuje en un cartén una circunferencia y un radio.
Recorte el circulo y hagalo rodar alrededor del centro. Cuando con-
sidere que la punta del radio que usted marcé hace contacto con
el piso mida el angulo que forman el radio y el piso.

Estos dos “experimentos” sugieren que la tangente a una cir-
cunferencia debe ser perpendicular al radio en el punto de tangencia.
Esto se aclarard definitivamente con el resultado siguiente.

P
Demostracién. Para comprobar que [ es tangente debemos hacer

ver que el Gnico punto de [ que estd en la circunferencia es P. En
efecto, tomemos un punto cualquiera Q de | que no sea P.
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P Q
Como el tridngulo OPQ es rectangulo, Ia hipotenusa OQ es mas lar-
ga que el cateto OP. Por lo tanto,

0Q >0P =r

lo cual indica que Q es exterior y no esid en la circunferencia.

Trabajo 3. En otras curvas, como aqui observaremos, la situa-
cién no es tan simple. Copie la siguiente elipse en un cartén y ha-
gala “rodar” alrededor del centro O. Observe que cuando el punto P
hace contacto con el piso, OP es perpendicular al piso. En cambio,
cuando Q hace contacto con el piso, OQ no es perpendicular a él.
I'ncuentre en qué puntos de la elipse ocurre lo primero,

Ejercicio 20, Utilizando el teorema demostrade dibuje la tan-
gente en el punto P de la siguiente circunferencia.
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Ejercicio 21. Trace una circunferencia de 1.5 cm de radio y
que sea tangente a la siguiente recta en el punto P indicado.

;Cuantas soluciones tiene este problema?

Utilizando los conocimientos adquiridos acerca de las tangentes
a circunferencias y los criterios de congruencia de triangulos es facil
demostrar una serie de intercsantes resultados. Aqui demostraremos
algunos y quedaran como ejercicios adicionales otros.

.= — ——
Demostracidon. Como OA en un radio y PA es tangente, OA L

PA. Por la misma razén OB | P(E. Los trisngulos AAOP y ABOP son
rectangulos. Tienen la hipotenusa comin y OA = OB. Por lo tanto
son congruentes. Luego, los dngulos correspondientes (1) y (2) son
también congruentes,

Ejercicio 22. Utilizando criterios de congruencia de tridngulos
demuestre el siguiente resultado (Observe la figura),
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Ejercicie 23. Se dice que un cuadrilatero circunscribe una cir-
cunferencia si sus cuatro lados son tangentes a ella.

Demuestre que:

Es decir, las sumas de las longitudes de sus lados opuestos son
iguales.

Sugerencia para la demestracién, Aplique el teorema del ejer-
cicio inmediato anterior para ver que
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AM =AQ DP =DQ

MB = BN PC =CN

Después sume las cuatro igualdades anteriores y observe que AM +
MB = AB, etc.

Ejercicio 24. Demuestre que:

Sugerencias. Observe la figira y recuerde que el centro de una
circunferencia esta en la mediatriz de cualquiera de sus cuerdas.

2. ANGULOS INSCRITOS

Medida en grados de un arce

En una circunferencia, cada 4ngulo central determina un arco
que hemos llamado arco menor. Esto permite utilizar la medida en
grados del angulo también como medida del arco.

Asi, por ejemplo, los tres 4ngulos centrales siguientes miden
respectivamente, 90°, 125° y 1° Diremos entonces que los arcos
menores miden, respectivamente, 90°, 1250 y 1°.
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5QG

Cuando consideremos un arco mayor, diremos que su medmc}la en
grados es 360° menos la medida del arco menor correspondiente.
Asi, en los ejemplos anteriores, las medidas de los arcos mayores son:

D QG

(360 — 80 = 270) (360 — 25 = 135) (360 — 1 = 359)

Observacién. En el caso de un angulo llano, resulta que cada
uno de los arcos mide 1807 (360° — 180° = 1807),

180°

£
N

180°
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La medida de un arco reducido a un solo punto es cero grados,
La medida en grados de toda la circunferencia es 360°,

Observacién. Un mismo 4ngulo determina distintos arcos en dis-
tintas circunferencias. Sin emtargo la medida en grados de dichos
arcos es la misma.

Ejercicio 25,

a)

El arco menor PQ mide

El arco mayor PQ mide

b)

HS

El arco menor AB mide

El arco mayor AB mide

¢) En la siguiente circunferencia dibuje un arco de 90° que

lenga un extremo en P, ;Es el Gnico? ¢Cuédntos hay con esas con-
diciones?
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Longitud de un arco

Como se observé en el parrafo anterior dos arcos distintos pue-
den tener la misma medida en grados:

Misma medida en grados
distinta longitud

Sin embargo uno de ellos puede ser “mds largo” que el otro. Por
ello a veces conviene medir los arcos con el mismo Upo de medida
que los segmentos. La idea es muy simple. _ .

Recordemos que la longitud de una circunferencia de radio r es

2T,
en donde » denota un nimero que, aproximadamente, es 3.1418.

Como la circunferencia mide 360°, la longitud de un arco de

1 grado sera
27T

360
Por lo tanto, la longitud L de un arco que mida g grados sera

. 271'?’9

L= 360

unidades de longitud.
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Ejemplo
a) La longitud de un arco de 90° en una circunferencia de
radio 3 cm es, aproximadamente,
2 X 3.14 X 3 X 80

360 =471 cm.

b) La longitud de una semicircunferencia (arco de 180°) es
27r X 180 _
———360 = 7T,

¢) La longitud de un arco de 120° en una circunferencia de
79 m es, aproximadamente,

2 X 3.14 X 79 X 120
360
Ejercicie 26. Encuentre la longitud de

= 165.37m

a) Un arco de 90° en una circunferencia de radio 10 cm.

b) Un arco de 1 grado en una circunferencia de radio 1 km.

¢) Un arco de 1 grado en la superficie de la Tierra. El radio de
la tierra es, aproximadamente, de 6 400 km.)

d) Encuentre la distancia minima (aproximada) que deberia-
mos recorrer para ir de un punto de la Tierra a su antipoda.

Angulos inscritos

En las siguientes figuras se ilustran 4ngulos inscritos en una cir-
cunferencia.

M

7\ B 1

Angulos inscritos son aquellos que tienen su vértice en la circun-
ferencia y que cada uno de sus lados interseca a la circunferencia
en otro punto méis.
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Ejercicio 27. En las siguientes figuras se ilustran varios 4ngulos.
Diga cuiles son inscritos y cudles no. Explique por qué.

/%\

Ejercicio 28. Los tres dngulos inscritos que a continuacion se
ilustran abarcan un mismo arco, el arco PQ. Compare las medidas

de los tres angulos.
P
Q

Ejercicio 29. Mida el 4ngulo ZAPB. Después trace varios angu-
los inscritos que abarquen el mismo arco AB. Compare la medida
de esos 4ngulos con la del angulo dado.

P
B
A
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Después de haber resuelto los dos 1iltimos ejercicios jpuede usted
hacer alguna conjetura acerca de los angulos inscritos que determi-
nen un mismo arco?

Ejercicio 30. En cada una de las siguientes figuras mida en
grados el dngulo inscrito y el angulo central correspondiente.

4 APB =

< AOB = ;

¢(Puede ahora hacer alguna conjetura acerca de las medidas de

un angulo central y un dngulo inscritc que abarquen un mismo

arco?

| Lo que usted acaba de observar en estos ejemplos es cierto en

general y los conocimientos que ya hemos adquirido nos permitiran
demostrarlo.
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Si denotamos con AB la medida en grados del arco AB determi-
nado por el dngulo inscrito ZAPB, tenemos:

e

B

Demostracién. Se pueden presentar tres casos, que demostrare-
mos aparte.

Primer caso. EI centro O esti en uno de los lados del angulo.
En este caso consideramos el tridngulo AAOP.

Como OP y OA son radios, este tridngulo es isésceles y por lo
tanto P = xA. Como /AOB es un angulo exterior de dicho trian-
gulo, XAOB = 4P + XA = 24P. Por lo tanto, P = Y2 XAOB. Fi-
nalmente, la medida en grados del arco AB es igual a ZLAOB, de
donde, 4P = Y% AB.

Segundo caso. El centro de la circunferencia estd en el interior
del angulo, trazamos el rayo auxiliar.
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Tenemos que
XAPB = XAPC + XCPB.

Ademids, segin lo demostrado en el primer caso,

ZAPC = Y5 AC

Z(CPB = 14CB

Por lo tanto, sumando miembro a miembro obtenemos
APB = %AC + %CB = 1,AB.

Ejercicio 31. Procediendo como en el segundo caso (sélo
que restando ) demuestre el tercer caso, que es cuando el centro es
exterior al angulo, Para ello observe lo siguiente figura y que
JAPB = XAPC — XCPB.

Demostracion. Cada uno de estos dngulos mide la mitad del ar-
co AB, por lo que todos miden lo mismo, es decir, son congruentes.
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Demostracién.

LAPB = LAB = 14180° = 90° A B

A continuacién damos tres resultados adicionales como ejerci-
cios, indicando métodos de demostracién.

Ejercicio 32. Para dngulos como el de la siguiente figura de-
muesire que

Z(1) = 1%4(AB + CD)

Sugerencia. Observe la siguiente figura en donde se ha trazado
el segmento auxiliar BD. Tome en cuenta que (1) = X(2) 4
Z(3). Después aplique el teorema demostrado anteriormente a los
angulos inscritos Z(2) y Z(3).
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Ejercicio 33. Para 4ngulos como los de la siguiente figura de-
muestre que

4(1) = %2 (AB - CD)
D
(1)

Sugerencia, Examine la siguiente figura, en la que se ha tra-

zado el segmento auxiliar AD. Considere que Z(2) es un 4ngulo ex-
terno del AADP. Aplique después el teorema a los 4ngulos inscritos

£(2) y £(3).
B
D (2)
A
P C\-/

Ejercicio 34. Se dice que un cuadrilatero estd inscristo en una
circunferencia si sus cuatro vértices estan en una circunferencia.

(1)
3
(3) @
(2)

Demuestre que (1) + Z(2) = 180° y andlogamente, 2(3)
+ 20(4) = 180°,

Sugerencia. Observe que /(1) y /(2) son inscritos. Aplique el
teorema a estos angulos y tome en cuenta que la medida en grados
del arco marcado con color més la medida en grados del arco negro
es 360°,

o
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J

3. CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

Desde los albores de la historia el hombre ha tratado de comu-
nicarse no solamente con el idioma hablado sino también mediante
imagenes pictdricas.

La mayoria de las veces los dibujos con que se describen ideas y
objetos no requieren de mucha precisién. Por ejemplo, grandes ar-
tistas y hombres de ciencia han necesitado solamente unos cuantos
trazos para expresarse,

i
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En nuestros estudios de geometria, para describir rectas, seg-
mentos, circunferencias, etc. muchas veces bastan dibujos trazados
a mano y no muy precisas (rectas “no muy rectas”, circunferencias
“no muy redondas™).

Sin embargo a veces, como por ejemplo en el disefo y fabrica-
cién de piezas, en el disefio arquitecténico e industrial, se requieren
figuras que no solamente den una idea general, sino que describan
al objeto con toda precisién. Observe las siguientes figuras:

[
£

CORTE OF SIERRA
i e _%—
.

SN

- i dSLIEegs
-
i

o f';‘ ANGUIGS ¥ CANTOS ] | k

e 2 RECIONDEAONS | S

- = 412 E 1 | 1 A0
e bl

AL7AHG DE LA SALA
DAL eEnA

Algunos de los métodos que se usan en el trazado de dibujos se
basan en los conocimientos que ya hemos adquirido de geometria
euclidiana.

A continuacién indicaremos varios problemas de dibujo cons-

tructivo (algunos ya se han estudiado durante los tres cursos de

matemndticas) y daremos las justificaciones de cada uno de ellos.

Haremos énfasis especial en las llamadas construcciones con regla
y compas.
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1. En una recta dada construir segmentos congruentes a uno
dado y que tengan por extremo un punto dado.

Datos. La recta [, el punto A’ en [ y el segmento AB.

Solucion. Con el compas medimos el segmento AB y con esta
abertura apoyamos su punta en A’ y marcamos dos arcos que corten
a I'. Obtenemoes puntos B’ y B”. Los segmentos A’B’ y A'B” son so-
luciones.

Justificacién. Como A’B’ = AB, A’B’ ~ AB. Lo mismo para A’B”.

o -
B ;\4
/ |
=N

s
2. Trazar dngulos que tengan como lado a un rayo dado OP y que
sean congruentes a un dngulo dado /A.

Solucién, Trazamos un arco (1) con centro A que corte a los

lados del /A. Con la misma abertura del compas trazamos un arco .

con centro en O.

-
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Abrimos ahora el compéds de modo que sus puntas coincidan con
los puntos B y C. Con esa abertura y apoyando la punta en el punto

M, trazamos dos arcos (3) y (4) que
J =
intersequen el arco (2). Trazamos los rayos OR y OS. Los angulos

/POR y /POS son soluciones del problema.

Justificacion.

o }S +

Los tridngulos AORM y AOSM son congruentes con el AABC.

3. Trazar el punto medio de un segmento.

(Esta construccién, asi como la 4, 5 y 6 se vieron en el primer curso-
de matematicas. Las transcribimos aqui.)
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4. Encontrar el punto medio de un segmento.

Consideremos el segmento AB.

—

Con una abertura conveniente
del compés, y apoyandolo en A,
trazamos dos arcos.

il
/

Con la misma abertura del
compdas, y apoyindolo en B, tra-
zamos otros dos arcos que inter-
sequen a los anteriores,

D,

Unimos los puntos C y D. La
interseccion de AB y CD nos
da el punto M.
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Por lo tanto, al unir los puntos A, B, C y D, se forma un rombo.

Y]

Puesto que las diagonales de un rombo se cortan en su punto

medio M es el punto medio de AB. (Qué es lo que queriamos de-
mostrar., )

4. Trazar una perpendicular que pase por el punto medio de un
segmento.

>

Repetimos exactamente la construccion anterior y la recta CD

resulta perpendicular al segmento AB. (Esto es asi porque las dia-
gonales de un rombo son perpendiculares entre si.)

3. Por un punto, P, que no esté en una recta l, trazar una perpen-
dicular a L

Demostracion. Puesto que los cuatro arcos los hemos marcado
con una misma abertura del compds, resulta que

AD = DB =

BC = CA.

Consideremos el punto P y la| Apoyando el compéas en P, y
recta . con una misma abertura, traza-
mos dos arcos que intersequen a
l. Obtenemos dos puntos A y B.

Py ¥Po=

‘L/
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&>

Apoyando el compéis primero|Trazamos la recta PQ.

en A y después en B, y con la mis-

ma abertura que antes, trazamos

dos arcos que se intersequen. Ob-
tenemos el punto Q.

ok

Afirmamos que

>
La recta PQ trazada es perpendicular a l.

Demostracién. El cuadrilitero AQBP obtenido al trazar los seg-
mentos AQ, @B, BP y PA es un rombo. (Pues en los pasos 2 y 3 he-
mos usado la misma abertura del compsis.)

Ll

Puesto que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre
si, PQ ‘es perpendicular a I. (Que es lo que querfamos demostrar.)
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6. Trazar la bisectriz de un dngulo dado.

El trazado de hisectrices mediante el uso del transportador no es
un compds y una regla. En este ‘método se aplica una propiedad de
las diagonales de los rombos.

Observe la siguiente serie de ilustraciones.

2

1
/

A

Angulo dado. Apoyando el compas en el vér-
tice: O, trazamos dos arcos con
una misma abertura. Obtenemos
los puntos A y B.

4

| /
B B
/ \r\ . »
| |
o | I
A

Con la misma abertura del
compés que en 2, marcamos dos Trazamos la semirrecta OP,
arcos que se intersequen, apo-
yando el compés primero en A y
después en B. Obtenemos un pun-
to P.




148 MATEMATICAS — TERCER CURSO

Aseguramos que:

La semirrecta OP asi obtenida es la bisectriz del dngulo /AOB
dado.

En efecto, si trazamos los segmentos AP y BP, obtenemos un
rombo OAPB, pues los cuatro lados los hemos marcado con la misma

abertura del compas y las diagonales de un rombo son bisectrices
de los angulos de los vértices.

7. En un punto P de una recta irazar una perpendicular.

Solucién.  Aplicamos la construccién anterior a un 4ngulo Hano,
Observe la siguiente serie de ilustraciones.

1 )

-

—pe
-

Angulo de 180°

Obtenemos dos fingulos réctos

LA CIRCUNFERENCE
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Justificacién. La bisectriz de un 4ngulo de 180° es perpendicu-

lar a los lados,

8. En el extremo A de un segmento trazar una perpendicular

(sin necesidad de prolongarlo).

Solucidm.

Segmento dado

( 40

,.\\‘\\__—r //P 1

Trazamog un arco gue
pase por <€l extremo
del segmento

+0

Ay —
Marcamos un punto

A‘VP\ :

Trazamos el diimetro
gue pase por P. Obtememos
un punto @

= i
La recta AQ es perpendicular

al segmento AB

Justificacién. FE] angulo /PAQ es recto porque es inscrito y abar-

ca una semicircunferencia.

9. Dividir un segmento en n segmentos congruentes entre si.
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Solucion. Haremos el caso n = 4. El método y la justificacion
son los mismos para cualquier n.

Segmento dado Trazames un raye auxiliar

Con un compds marcamos Trazamos el segmentoc PB
4 segmentos ¥ tres segmentos mAas,
congruentes cualesquiera. paralelos a PB.

Los puntos determinados por estas paralelas a AB lo subdivide
en 4 segmentos congruentes entre si.

10. Trazar una circunferencia que pase por tres puntos dados
(no colineales).
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Solueién. Sean A, B y C los puntos. Utilizando la construccién

3" trazamos las rectas [ y ¥ perpendiculares a los segmentos AB y BC
en sus puntos medios. La interseccién de ! y U es el centro O.

Justificacién. AAMO = ABMO (porque son rectdngulos y tie:

nen los catetos correspondientes congruentes). Luego AO = BO. Ana-
logamente, BO = CO.

11. En un punto dado de una circunferencia trazar la recta
tangente,
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Solucidn, Sea P el punto dado en la circunferencia. Se traza el
radio PO. Después, siguiendo la construccién 2 se traza una perpen-
dicular al segmento PO en el extremo P.

Justificacién. La tangente a la circunferencia en el punto P es
la perpendicular al radio PO en P.

12. Trazar las langentes a una circunferencia que pasen por un
punto exterior dado.

Solucion.  Sea O el centro y P el punto exterior. Procediendo co-
mo en la construccién 3 encontramos el punto medioc M de OP. Des-
pués, con una abertura de compés determinada por OM y con centro
en M trazamos un arco que interseque a la circunferencia en dos pun-

tos A y B. Las rectas PA y PB son la solucién del problema.

Justificacién, Los angulos ZOAP y /OBP (imagineselos) son rec-

tos pues determinan una semicircunferencia. Por Jo tanto AP y BP
son perpendiculares a los radios AO ¥y OB. Luego son tangentes.
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Observe bien cada figura para que pueda expli -
' car las si
construcciones. XP. guientes

13. Trazar una tangente comun a dos circunferencias,

&

14. EI mismo problema pero que, ademds, la tangente comiin in-
terseque el segmento que une los centros.
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15. Dada una recta y una circunferencia, trazar una tangente a
la circunferencia que sea paralela a la recta. '

b

16. Sin utilizar la escuadra, traztr una -paralela a una recta, que
pase por un punto dado. '

P L \
x Py ;
i
|
f
{
]
I
i
‘
. - ’ E
- 3 <+ S
! 1 ra
L
/
P \ 3 :
E » — r 1
o | Pk, 1
’ | ) ]
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QUINTA UNIDAD

SEMEJANZA

El concepto de semejanza en geometria es el anilogo del de pro-
porcion en dlgebra. De hecho 'podemos decir que son un mismo con-
cepto. Y asi como la proporcionalidad desempena un importantisimo
papel en el dlgebra (es la esencia del dlgebra lineal) la semejanza
es fundamental en la geometria euclidiana y, mas atn, en sus apli-
caciones.

En esta unidad;

1. Se comstruirdn figuras semejantes utilizando el concepto de
escala;

2. Se analizardn las propiedades de figuras semejantes mediante
la comparacion de sus elementos correspondientes;

3. Se demostrardn algunos teoremas acerca de la semejanza;

4. Se aplicard el concepto de semejanza en la resolucién de ejer-
cicios, problemas y trabajos prdcticos;

5. Se tratard el concepto de homotecia.

En los dos cursos anteriores de matemadticas y en la cuarta uni-
dad de éste se ha hablado de la congruencia de figuras. Se ha dicho
que por “figuras congruentes” se entiende “figuras que tiemen la
misma forma y el mismo tamano” y después se ha precisado su
significado,

Ahora bien, podemos también hablar de figuras “que tienen la
misma forma” aunque no necesariamente el mismo tamafio. Por
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En todos esos casos se dird que las figuras son semejantes.

cala
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ejemplo, dos mapas a distinta escala de un mismo lugar son figuras
que tienen la misma forma (aunque distinto tamafno):

En esta unidad precisaremos este concepto intuitivo de seme-
janza. Empezaremos con dibujos a escala.

I. DIBUJOS A ESCALA

Tanto en la practica como en el dibujo industrial, en el dibujo
arquitecténico y en el dibujo de mapas se presenta con frecuencia
la necesidad de dar informacion sobre figuras que son muy grandes
0 muy pequenias para ser dibujadas en su tamano natural. En tales
casos, para poder dar informacién suficiente sobre alguna figura, se
recurre a los dibujos a escala.

Como ejemplo, consideremos la siguiente situacién. Se quiere
usar un dibujo para dar una idea clara acerca de la forma y el
tamafio de un terreno rectangular cuyos lados miden 30 y 40 m.

Aqui se puede recurrir al concepto de semejanza de figuras geo-
métricas para dar idea de la forma de ese rectingulo. Convengamos,
por ejemplo, que en nuestro dibujo, cada centimetro represente 10
metros en ¢l terreno. Entonces el dibujo es asi:

ESCALA 1:1 000

La notacién ESCALA 1:1 000 indica que 1 unidad de medida en
el dibujo representa 1 000 unidades en el terreno. Asi por ejemplo,
1 cm representa 1000 c¢m, es decir, 10 m.

En vez de escribir escala 1:1 000 puede escribirse también es-
1

1000°
La escala es la razén de proporcionalidad o como se dice tam-
bién la razén de semejanza entre las figuras.
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Un dibujo a escala no solamente nos da la idea de la forma de
la figura original sino que nos permite calcular mas datos acerca
de ella:

FEjemplo. (Cuédnto miden las diagonales del terreno represen-
:ado en la figura anterior?

Una simple medicién con regla graduada (hédgalo) indica que
tada diagonal del rectingulo anterior mide 5 ¢cm. Como la escala
(o razén de semejanza o de proporcionalidad) es 1:1000, 5 cm
en la figura indican 5000 cm en el terreno, es decir, 50 m. Por lo
tanto, las diagonales del terreno miden 50 m.

Ejercicio 1. El siguiente plano a escala de la planta de un la-

boratorio le permitird contestar las siguientes preguntas.

Escala 1: 200

a) 1 cm en el dibujo representan c¢cm en el laboratorio.

b) 1 cm en el dibujo representan __ m en el laboratorio.

¢) La longitud de AB en el dibujo es de cm.

d) Utilizando este dato y la escala, sabemos que el largo de la
planta del laboratorio es de m.

e) El segmento AC mide cm,

f) El ancho de la planta del laboratorio es de m.

g) La puerta mide

c¢m en el plano y por lo tanto la puerta
del laboratorio mide

m.
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h) La ventana mayor del laboratorio mide m,

i) La ventana menor del laboratorio mide m.

Ejercicio 2. E] siguiente dibujo es el plano de una parte de la
ciudad de Guadalajara. En €l se han senalado algunos puntos que
corresponden a lugares de interés de esa ciudad. A indica la Plaza
de Armas, B el Parque de Agua Azul, C el Museo J. Clemente Oroz-
co, D el Teatro Degollado, E la Catedral, F el Estadio Jalisco y G la
Universidad.

ESCALA 1:160 000

Midiendo sobre el plano anterior calcule las distancias (en linea
recta) entre

a) El Museo J. Clemente Orozco y la Universidad.
b) La Plaza de Armas y el Parque de Agua Azul.
¢) El Estadio Jalisco y el Teatro Degollado.

d) La Catedral v el Museo J. Clemente Orozco,

Ejercicio 3.  Gj la escala del plano de un terreno es de 1:10 000
¢qué medidas representan en el terrenc las siguientes longitudes
en el plana?

a) 3 cm b) 7 mm ¢) 1.5 dm
d) 0.5 mm e) 2.25 em f) 8.3 cm
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Ejercicio 4. Con la misma escala del ejercicio anterior ;qué
longitudes tendrdn en el plano los segmentos que en el terreno tie-
nen las siguientes medidas?

a) 500 m b) 1 km ¢) 850 m
d) 1.2 km e) 4 300 dm £y 7 hm

Aectividad. En un mapa de la Republica Mexicana en el cual
se indique la escala, mida las distancias entre varias cindades y
calcule la distancia real entre ellas (aproximada y en linea recta).

A veces, al describir objetos pequenos como por ejemplo un tor-
nillo de un reloj utilizamos figuras mds grandes que el objeto re-
presentado:

Aqui se indica que 60 unidades de medida del dibujo represen-
tan 1 unidad de medida en el objeto.

Ejercicio 5.

mm. Por lo tanto

a) El largo del tornillo en el dibujo es
el tornillo mide mm.

b) Il ancho de la cabeza del tornillo en el dibujo es mm.
Por lo tanto el diametro real de la cabeza del tornillo es mm,
¢) d=___ mm en el dibujo. El didmeiro de la punta de] tor-

nillo es minl.

min.,

d) El Targo de la punta del tornillo es

Ejercicio 6. En la siguiente fotografia tomada con un micros-
copio aparecen algunas bacterias con endosporas, Encuentre el grue-
so y el largo de algunas bacterias. Dé la respuesta en fracciones
de mm y en micras.
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EjﬂfﬁiCiﬂ 7. En la siguiente microfotografia aparece un pena-
cho de tlagelos al extremo de un bacilo. Encuentre el grueso apro-
ximado de éste.
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2, FIGURAS SEMEJANTES

En la seccidn anterior se hablé de dibujos a escala como ejem-
plos de figuras “que tienen la misma forma”; a continuacion pre-
cisaremos el significado de dicha expresion y diremos que las figuras
son semejantes. Empezaremos con triangulos.

Triangulos semejantes

La figura de la izquierda es un dibujo a escala de la figura de
la derecha.

l/s\\
A B
B
A
Escala 1:2

Tenemos que
1 1 . 1
AB = - A'B’ BC = — B'CY — ZCrAr
5 c 2BC’ CA 20A

o bien, escrito de otra manera,

AB 1 BC 1 cA

AR’ 2 BCr 2 CrA’

1
=

Este hecho lo expresaremos diciendo que la razén entre los lados
correspondientes de los dos tridngulos es la misma (igual a la escala
1:2).

Asi, podemos escribir

AB BC CA

A'B* B'C' CA

y esto lo expresaremos diciendo que los lados correspondientes son
Pproporcionales.

Asi pues, en este ejemplo hemos observado que en dos triangulos
a escala los lados correspondientes son proporcionales. Pero también
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podemos observar en los mismos triangulos que los dngulos corres-
pondientes son congruentes. Mas precisamente /A = [A', /B = /B,
£C =,

Esto sugiere la siguiente definicion de semejanza de triangulos:

Diremos que la razén entre los lados correspondientes es la razdn
de semejanza (igual a la escala).

Ejemplo. Los triangulcs

c £+
B B
‘af
A B

son semejantes porque

LA = A /B = /B’ L0 = LC
v porque, ademas, como

AB EC CA

A'B’ “ B'C crA ’

se tiene que
AB  BC  CA
A"  BC CA
La razén de semejanza (o escala) es 2 (o bien 2:1).

Ejercicio 8. Midiendo los dngulos y los lados de los siguientes
trigangulos diga si son o no semejantes.
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BC
B¢

Ejercicio 9. Proceda como en el ejercicio anterior en cada uno
de los incisos. (Aqui conviene que indique con letras adecuadas los
vértices de los tridngulos.)

i

b)

Figuras semejantes

En muchas situaciones el estudio de figuras en general se puede
reducir al estudio de tridngulos. Aqui veremos cémo la triangula-
cién de poligonos permite extender a éstos ¢l concepto de semejanza.

Se dira que dos poligonos son semejantes cuando se pueden ha-
cer triangulaciones adecuadas de tal manera que todos los triangulos
respectivos sean semejantes (y con la misma razén de semejanza).
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Por ejemplo, los siguientes poligonos son semejantes pues se pue-

den triangular de tal manera que los triangulos correspondientes
son semejantes:

En el caso de figuras mas complicadas la semejanza se puede
estudiar aproximéandolas con poligonos.

Perimetros de poligonos semejantes ~

En este parrafo analizaremos la relacion que hay entre los peri-
metros de poligones semejantes. Usted ya tiene una idea intuiliva
sobre esto. Por ejemplo, si le dicen que las dos figuras ilustradas
mas adelante representan poligonos semejantes cuya razon de seme-
janza es 2 y sabe que el perimetro de la figura de la izquierda es
14 em, gpodria decir cudl es el perimetro de la figura de la derecha
sin efectuar ninguna medicién directa?

* La relacion entre las Areas de poligonos semejantes no se incluye aqui a pesar de su

gran interés. Puede consultarse con Matemilicas, Tercer Curso, Secundaria Abierta, mis-
mos pulores.
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ar .
e
=
P =
e Por lo tanto,

P=a+b+c+d+e P=a+bW+c +d+¢ P _

P= i P

Como las figuras son semejantes y la razén es 2. sabemos que Siguiendo exactamente el mismo procedimiento que en el ejem-

plo y en el ejercicio anteriores se demuestra que:
a b C d e

a) . b} cl df er

por lo que.

a=2a, b = 2b, c = 2c, d = 2d'. e = 2¢'.

Ejercicio 11. Utilizando el resultado anterior y los datos que
se dan en cada inciso complete las expresiones sin efectuar ningu-
P=a+b+c+d+e=2a+20 +2¢ + 24 + 2 na medicién directa.

Entonces

U@+ W+ A+ = 2P a) Las dos figuras ilustradas son semejantes con razén de se-
' mejanga 3:1
Es decir, P = 2P’. Expresando esto de otra manera, obtenemos

P 7/

s, 2 " i

g 4>
Es decir, en este ejemplo la razén de los perimetros de estos po- >

ligonos semejantes es igual a la razén de semejanza. Veamos que lo

mismo ocurre con los poligonos del siguiente ejercicio,

g o . P =84 cm Pre 0 o
Ejercicio 10. Los siguientes poligonos son semejantes.

b} Las siguientes figuras son semejantes.

N YA S
b ’ : 7/ 5 B
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c¢) Las siguientes figuras son semejantes

P = cm P =17 cm

3. EL TEOREMA DE TALES

Fn esta seccién estudiaremos el teorema de Tales. Este resulta-
do desempena un papel central en los temas relativos a semejanza.
Se llama asi en memoria de Tales de Mileto quien fue uno de los
grandes geometras de la antigua Grecia. Vivié en la primera mitad
del siglo vi antes de nuestra era y su fama se debe no tanto a sus
descubrimientos de caricter experimental sino por haber sido uno
de los primeros en utilizar métodos deductivos en geometria.

Trataremos este resultado a base de ejercicios y ejemplos que
conduzcan a la comprensién y a una demostracion del teorema
principal.

Ejercicio 12. Tn el siguiente triangulo se ha marcado el punto
medio B’ de AB; es decir, AB’ = B/B.

A

a) Trace una recta paralela a BC que pase por B’: Liame €’ al
punto de interseccion de esta recta con AC.

b) ¢Es C’ el punto medio de AC? Es decir, jes AC’ = C'C?

¢) Trace ahora una recta paralela a AC que pase por B

d) Llame M al punto en que la recta que trazd interseca a BC
(Es BM = MC?
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Ejercicio 13. Trace dos tridngulos cualesquiera y repita en ca-
da uno de ellos los pasos del ejercicio anterior.

En los tridngulos de los ejercicios anteriores usted habra ob-
servado que si un punto divide a un lado del tridngulo en dos seg
mentos congruentes y trazamos por dicho punic paralelas a los otros
lados, cada uno de éstos queda dividido en dos segmentos también
congruentes entre si.

A continuacién observaremos en dibujos que lo mismo ocurre

cuando dividimos un lado en 3, 4, 0 en cualquier niimero de seg
mentos congruentes.

Ejercicio 14. El lado AB del siguiente tridngulo se ha dividido
en 3 segmentos congruentes. Es decir, AB, = BB, = B,B.

a) Trace dos segmentos paralelos a BC que tengan un extremo
en B, y en B, y el otro en AC.

b) Trace dos segmentos paralelos a AC que tengan un extremo

enB,yenB.y el otro en BC.

¢) (Coémo queda dividido el lado AC?
d) ¢Y el lado BC?

Ejercicio 15. Dibuje un tridngulo arbitrario. Divida uno de los

lados en 4 segmentos congruentes y siga en él los pasos del ejerci-
cio anterior.
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Ejemplo. El lado AB del siguiente tridngulo se ha dividido en
11 segmentos congruentes entre si:

Al trazar paralelas a otro lado se observa que éstas dividen al
tercer lado en 11 segmentos también congruentes entre si:

» £ T
& 1/ \\
f
L N

El lema basico

Posiblemente usted recuerde que al principio de esta seccidn,
cuando se mencioné a Tales de Mileto se comentd que su fama se
debe principalmente a que fue uno de los primeros en utilizar me-
todos deductivos en geometria. Pues bien, aqui hemos observado una
propiedad. Tratemos ahora de utilizar métodos deductivos para de-
mostrarla. Nos apoyaremos en algunos resultados relativos a la con-
gruencia que estudiamos en la Cuarta Unidad.

Ejemplo. En el siguiente tridngulo
AB, = B.B AC, = C.C
B.C.||BC  BM||AC

. M C
Queremos demostrar que AC, = C,C BM = MC
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Como B,C, || BC, los angulos marcados con un arquito son con-
gruentes.

Analogamente, como BM || AC, los 4ngulos marcados con dos
arquitos son congruentes, '

Por lo tanto los triangulos coloreados son congruentes pues tie-
nen un lado congruente (AB, = B,B) y los angulos adyacentes
también.

Por consiguiente segtin el criterio ALA de congruencia de trian-
gulos sabemos que son congruentes, Por lo tanto,

AC,=BM y B(C, =BM,
Pero MCC,B, es un paralelogramo y por lo tanto
BM=CC y MC=BC,.
De las cuatro igualdades anteriores obtenemos
AC, =CC y MC=BM

que es lo que se queria demostrar.

Este mismo razonamiento se puede aplicar cuando el lado se
divide en cualquier nimerc de segmentos congruentes. Se obtiene
el siguiente resultado:

En el siguiente ejercicio ilustramos la demostracion para el
caso n = 3.

Ejercicio 16. En el siguiente tridngulo sabemos que
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Demostraremos que AC, = C,C. = C.C.

Para ello trazamos B.M, || B.M., || AC y consideramos los trian-
gulos coloreados.

a) Los angulos marcados con un arquito son congruentes. ;Por

qué?

b) Los dngulos marcados con des arquitos son congruentes.
;Por qué?

c) ¢Por qué resultan entonces congruentes los tridngulos colo-
reados?

d) Por ¢) resulta que AC, = B,S = B.M,. Y como B,S = C,C. V¥
B.M. = C,C, ténemos que

AG, =10 = O,

es decir, AC ha quedado dividido en 3 segmentos congruentes. Pero
Jpor qué B.S = C,C, y B.M. = C,C?

El Lleorema de Tales

El lema béasico que acabamos de demostrar sirve, a su vez, para
demostrar el teorema de Tales. Empecemos con un ejemplo.

Ejemplo. Como se ilustra en la figura, consideremos un seg-

mento B'C’ tal que

BT’ || BC.

. AR’ 3
Supongamos que la razon —— = — .
AB 7
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Esto signitica que podemos subdividir AB en siete segmentos con-
gruentes entre si y AB” abarca tres de ellos:

Si ahora trazamos rectas paralelas a BC como se indica en la figu-
ra de la derecha el lema bisico nos permite afirmar que AC quedé
partido en siete segmentos congruentes entre si. Coma AC’ abarca
3 de ellos, resulta que

Si ahora ‘trazamos paralelas a AC como se indica a continuacién
vemos que B’C” ha quedado subdividide en 3 segmentos congruentes
entre si y también Bi en 7 segmentos congruentes entre si y con-
gruentes con los de B’C” (observe los paralelogramos ).

A

Por lo tanto resulta que también

BC 3

BC 7

Asi pues, en este caso hemos demostrado que st

B¢ (| BC
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entonces
A AC’  BC

AB AC BC

Ademas, como /A == /A, /B’ = /B y /C" = /C, los tridngulos AB'C’
y ABC son semejantes. _
Este mismo método de demostracion sirve en todos los casos en

AB"  m . AB’
je —— = — con m y n naturales. Cuando —— no es un namero
We A " * Y
B’ 5 ; s
racional, por ejemplo si Tl = %, con métodos de aproximacion

(que se salen del nivel de este curso) se demuestra que vale también
¢l resultado. Nosotros lo aceptaremos y lo enuneciamos asi:

Es de mucha utilidad también el resultado siguiente:
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Demostracién. Tracemos B'C” || BC:

o

B
/ _____'_‘——————_.___ c”
fod

Entonces, por €l teorema de Tales

.ABi ‘_-A,CH

AB AC

Por lo tanto, de aqui y de la hipétesis obtenemos que

AC' _ACY
AC  AC
y por consiguiente
AC! = AC"
de donde
' =C”

Luego, B'C’ = B’C” y B'/C’ || BC. El resto se sigue del teorema de
Tales.

Ejercicio 17.

AB =16 BB
B'C’ || BC BC =24 AC =12
B'C" =18 AC =
ARy = C'C =
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Ejercicio 18. Si en un triangulo

A

AB’="75 AC' =9
AB =225 AC =128

ses B'C’ paralelo a BC? ;jPor qué?

Ejercicio 19, Si AB’ = 9, AB = 21, AC’ = 12, AC = 28, gses B'C’
BC? ;Por qué?

Ejercicio 20. AB = 200, AB’ = 180 B'C’ = 140 C'C = 30.

Encuentre BC, AC y AC’. (Llame,
por ejemplo, ’1C = x: entonces AC’
— x — 30. Plantee una ecuacion Yy
resuélvala. )

Medida de distaneias a puntos inaccesibles _

Los resultados anteriores tienen interesantes aplicaciones prac-
ticas.

Problema. Encontrar la distancia entre un lugar A que se en-
cuentra en el otro lado de un barranco muy dificil de atravesar y
un punto B en este lado.

KSR Aoy

. (harranco)

SEMEJANEZA

Se puede proceder asi:

1;
2.
3.

Marcamos un punto B’ que esté alineado con A y B.

Trazamos dos rectas paralelas que pasen por B y B'.

179

Marcamos puntos € y C en dichas paralelas de tal manera

que A, Cy C’ estén alineados.

4. Medimos BC, B’C' y BB’. Digamos BC = a, B'C' = b, BB’ = ¢.

Aplicando ¢l teorema de Tales podemos alirmar que
AB" B
AB BC
Si llamamos x = AB, tenemos que AB' = x — ¢, de donde, se-
gun 4 y 5 podenios escribir:
X —¢c b
x a
. Resolvemos la ecuacion:
ax — ac = bx ax — bx = ac (a — b)x = ac
ac ' .
x = = a—bso
— (a—b+0)
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Ejercicio 21. Encuentre AB en ¢l problema anterior, si B'C' =
82 m, BC = 104 m y B'C* = 30 m.

Trabajos practicos. Utilice el métode anterior para calcular la
distancia a algin punto inaccesible.

4 CRITERIOS DE SEMEJANZA

Hemos definido triangulos semejantes como aquellos que tienen
angulos correspondientes congruentes y lados correspondientes pro-
porcicnales,

Ahora bien, para comprobar que dos tridngulos son semejantes
no es necesario comprobar todas esas condiciones. Aqui ocurre algo
parecido a la congruencia de triangulos.

Por ejemplo, en la congruencia basta que los tres lados de un
tridgngulo sean congruentes con los tres lados del otro para que
los tridngulos sean congruentes. _

En semejanza analizaremos tres criterios,

Primer criterio de semejanza

 Sidos dngulos de

ilos de un tridngulo son congruentes a dos dngulos
~ de otro tridngulo, entonces los tridngulos son semejas .

Demostraciéon. Supongamos que

SA = LAY, 4B = /B

o

C

Marcamos B” y C” en los lados del AABC de tal manera que AR =
AB” y A'C’ = AC”. Entonces, como /A = /A’ el axioma LAL de con-
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gruencia de ftridngulos nos permite afirmar que el AAB”C” = A
A'BC.

[&
Entonces /B” = /B’ y como /B = /B’ resulta que /B” = /B. Por lo
tauto, B”C” || BC, Luego, segin el teorema de Tales, sabemos que

ABH ACU - Bncrr
AB  AC BC

por lo que

A'B®  AC B'C
AB AC BC

es decir, los lados correspondientes de los tridngulos son proporcio-
nales, Ademds, sabemos que /A =~ /A’ y que /B = /B’. Desde luego,
esto implica que /C = /C,

Por consiguiente los triangulos son semejantes.

Observe que aecir que dos dngulos de un tridngulo son con-
gruentes con dos dngulos de otro tridngulo es lo mismo que decir
que los tres angulos del primero son congruentes a los tres angu-
los del segundo. ;Por qué?

Ejercicio 22, g un dngulo agudo de un tridngulo rectdngulo
es congruente con un angulo agudo de otro tridngulo rectangulo, en-
tonces dichos tridngulos son semejantes.

Ejercicio 23, Ep el triangulo rectangulo siguiente se ha' trazado
la altura. Por lo tanto, el tridngulo ADC es rectangulo
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Segundo criterio de semejanza

- ~ Sien dos tridngulos AABC y AA'B'C’ se tiene que
: " ._ — AR ARG
] A = 2
| g A n ~ entonces los tridngulos son semejantes.
A i
5} |

JPor qué el AABC es semejante al AACD? Localice los lados corres-
pondientes y complete las igualdades siguientes. I

AD  DC _ CA LA = LA
= 4 AB  AC
Yl D ArB:;R.-
Ejercicio 24. En la siguiente figura BC [| B'C

En otras palabras, para asegurar que dos tridngulos son seme-
jantes basta saber que dos lados de un tridngulo son proporcionales

a dos lados del otro v que los angulos entre ellos comprendidos son
congruentes.

o

a) Los angulos marcados con un arquito son congruentes. ;Por
qué?

b) Los 4ngulos marcados con dos arquitos son congruentes. ;Por
qué?

¢) ¢Por qué son congruentes los triangulos?

d) Escriba las proporciones entre los lados.

e) Si AB = 1, AB’ = 2 y B’'C’ = 1.5, jcuanto mide BC?

I

£) Si AC = 5 jeuante mide AC?
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Demostracion. Como en el primer caso de semejanza construi-
mos en uno de los tridngulos otro congruente con el segundo: LAB'C

=~ AABR”C”. Entonces, como % = j—g y A’B’ = AB” y AC' =
AC” tenemos gue

AB  AC

AB”  AC”

Entonces por el corolario del teorema de Tales se tiene que B»C”
|| BC y por lo tanto
(B =/B", [(C=/C"
AB”  AC” _ B"C”

AB AC BC
Como B"C” = BC, /B"
tenemos entonces que
LA = (A, /B = /B, LC =/1C
A'Br  AC BT
"AB AC  BC
es decir, los triagngulos son semejantes.
Ejercicio 25. En la siguiente figura se sabe que
AB' AC
AB  AC
a) ySon semejantes AABC y AAB'C™? JPor qué?

I
M~
%2
e
I~
Q

Il
P~
Q

B

C
\ //A
¥
B
b) Si BC = 2.4, jcuanto mide B'C’?
¢) 8§ AB = 1.9, jcuinto mide AB’?
d) /C = /B =

B MW JANZA i85

Mediciones indireclas

La semejanza de figuras y los teoremas y criterios que hemos es-
tudiade tienen interesantes aplicaciones.

Problema, Medir la distancia entre dos lugares entre los que se
encuentre algin obstaculo que impida una medicién directa.

Zona impenetrable

A

Bubestacifn elcctrica

Alguien procedi6 de la siguiente manera. Marco un punto A des-
de el que pudiera medir AB y AC. Prolong6 los segmentos y marcé

1
B’ de tal manera que AB’ = EAB; después marcé C’ de tal ma-

nera que AC = 11—0 AC. Midié B'C’ y asegurd que la distancia bus-

cada es 10 veces B'C’. (Vea el dibujo)
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Ejercicio 28, Expligue por qué es correcto el procedimiento.

Trabajo practico. Utilice este método para calcular algunas dis-
tancias que no se puedan medir directamente.

Problema. Supongamos que se necesite medir la distancia entre
dos puntos que se encuentren del otro lado de un barranco muy
dificil de cruzar., ;Podria usted encontrar un procedimiento practi-
co para hacerlo sin cruzar el barranco? Recuerde que podemos calcu-
lar ya la distancia de cada uno de ellos a un punto de nuestro lado
(final de la Seccién 3 de esta unidad).

Trabajo practico. Utilice el método del problema anterior para
encontrar la distancia entre dos puntos que no pueda alcanzar.
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Tercer criterio de semejanza

tres lados de otro, entonces

Es decir, si

entonces

Por razones de tiempo omitiremos la demostracion. (Se puede
hacer como en los casos anteriores. utilizando el teorema de Tales
y anteriores de congruencia de triangulos. )

5. UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS

El teorema de Pitdgoras es de gran importancia tanto en las
mismas matematicas como en sus aplicaciones. En la cuarta uni-
dad de este curso enunciamos este teorema, lo ilustramos con algu-
nas actividades de recorte de figuras y vimos varias aplicaciones.
Sin embargo, no dimes ninguna demostracion de él. Y es que en-
tonces todavia no contabamos con suficientes conocimientos para
hacerlo facilmente.
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N Los tridngulos (1) y (2) son semejantes porque tienen dos an-
gulos respectivos congruentes (el recto y el que tiene vértice en B).
Por lo tanto, los lados correspondientes son proporcionales. Entonces,

Ahora, con lo que sabemos acerca de la semejanza ya lo podemos
demostrar sin demasiada dificultad.*

Consideremos un tridngulo rectangulo cualquiera y tracemos la "
altura gue pasa por el vértice del angulo recto. - B

b ¢
Analogamente, los trigngulos (1) y (3) son semejantes porque
tienen dos dngulos respectivos congruentes (el recto y el de vértice A).
Por lo tanto, sus lados son proporcionales y tenemos que
b

C
g c’

Obtenemos de esta manera dos tridngulos (también rectangulos)
que para mayor claridad dibujamos aparte:

De estas dos expresiones obtenemaos:
ar = ¢’
b* = cc”
Al sumar, obtenemos
at + b*t = cc’ + cc
I‘ @ + b*=c(c+ c”)
y como ¢’ + ¢” = ¢, resulta que

a* + b* = ¢

que es lo que se queria demostrar.

6. TRANSFORMACIONES DE SEMEJANZA (HOMOTECIAS)

En el segundo curso de matematicas se estudiaron transformacio-
nes del plano que tienen la propiedad de que cada figura se trans-
forma en una congruente a clla (traslaciones, rotaciones y simetrias
axiales ). Ahora analizaremos unas transformaciones, llamadas de
semejanza u homotecias, en las que cada figura se transforma en
otra semejante a ella.*

* En lo que resta del curso np se utilizarin los resultados que s¢ obticnen en esta
seccibn. Sin embargo, es un buen complemento al tema de transformiciones que figura
on el segundo curso; ademids, la técnlca de coordenadas gue aqui se usa sera de gran
utilidad al alumno.

* En esta seccion solamnente se da upa demostracion de] teprema de Pitdgoras. Si 1_’0"
razones de tiempo se omite, el resto del curso no queda afectado. Sin embargo. es una n-
teresante aplicacién de los criterios de semejanza.




== = == ———— —

150 MATEMATICAS TERCER CURSO
Consideremos un sistema de coordenadas en el plano y defina-
mos una transformacién que consista en asociar a cada punto A del
plano otro punto A’ de acuerdo con la siguiente orden:
“Multipligue por 3 las coordenadas de A”.
Asi, por ejemplo, si A = (3, 4), el transformado de A serd el

punto . |
A= (3%3,83%x4)=|(912).

El transformado de B = (-2, 5), sera el punto

B = (3(=2), 3 X 5) = | (6, 153

Tl transformado de C = (4, —2), serd el punto

Cr=(3%43x(-2))=] -

En el siguiente dibujo se ilustran los puntos A, B y € y sus trans-

formados.

B = (—6 158

@A = (9, 12)

B=( 2,58
®4a=(3 4

/|
|
1 “"‘.C— (4. —2)

@ = (12 —16)

Como en las otras transformaciones que hemos estudiado, para
indicar que un punto A se transforma en A’ escribiremos A — A’

o bien, (3, 4) — (9, 12). Asi, por ejemplo,

(6,2)— (3 x 6,3 %x2)=(18,6)
(=5, 0) = (3% (—5), 3% 0) = (—15, 0)
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(4, —5) = (3 X 4, 3 x (—=5)) = (12, —15)
(0,0)— (3 X 0,3 x0) = (0, 0)

y, en general,

Tjercicio 27. En la anterior transformacién del planp, es decir,
en la transformacién dada por la férmula

a) Encuentre los transformados de los puntos siguientes:
P=(-1,3) PP P=(@8x%(-1),3%x3)=(-3,9)
(1, 2) Q=@ Q@=@Xx ,3xXI Yy=01,71)
_ (2, 15) -
-(-2, 1) K-sK K=
=(-1,0) L-L L=
Vo= (1, —2) Mo M W= ssssemumeny
b) En el dibujo siguiente se han marcado loé'pﬁhtos P., Q, R,
K, L y M del inciso a). Marque sus transformados P’, Q.
'y

TER WS

a
Pe

\

\ .R

2e
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R’, K’, L’ y M’. Observe que los puntos P, Q'y R son colinea-
les. (Como son sus transformados P’, Q' y R'? Obscrve lo
mismo con los puntos K, L, M y sus transformados.

Se puede demostrar que en esta transformacion la imagen de
un seégmento AB es el segmento que tiene por exiremos los puntos
A’ y B’ transformados de A y B respectivamente.

Ejercicio 28. En el siguiente dibujo se ilustra el tridngulo ABC.

4

E
o
\
B
!I g
A=(-1, 2) B=(2.1) Cc=(1,4)
a) Los transformados de los puntos A. B y C son, respectiva-
mente,
A= (3 X 53 X ) =( e )
B =
C =

b) Trace en el dibujo anterior los puntos A’, B" y (3’. Debido a
que la imagen de un segmento, por ejemplo AB, es el scg-
mento A’B’, el tridngulo ABC se transforma en el tridngu-
lo A’B'C.
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¢) Trace en el dibujo el- AA’B’C’, transformado del AABC.
d) Midiendo los lados respectivos, encuentre las razones si-

guientes:
AB _ BC CA
A'B’ B'Cr C'A’

e) Recuerde la definicién de semejanza de triangulos. Lo que
se encontrd en el inciso d) indica que los tridngulos ABC y
A’B’C’ son

t) En dos tridngulos semejantes, los angulos respectivos son
Por lo tanto,

ZA = S LB =~ , L=
Observe que la razén de semejanza del triangulo ABC al trian-
:1 ]

gulo transformado A’B’C’ es 3

En el ejemplo y los ejercicios anteriores hemos examinado la
transformacién del plano dada por la férmula
(%, y) - (3x, 3y)

En general, podemos considerar transformaciones del plano deter-
minadas por la regla

(x, y) — (kx, ky)
donde k es un numero cualquiera diferente de cero,
En este tipo de transformaciones se puede ver que cada figura
se transforma en una figura semejante a ella.
Lijercicie 29. En la siguiente figura estd ilustrado un cuadrila-
tero ABCD,

h
A= (-2, 2)
. B= (17
VA o
y
al | C = (8, 6)
To——d
1% X
D= (6, 1)
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a)

b)
c)

d)
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Considerando la transformacion dada por la férmula (x, z)
— (2x, 2y) encuentie los (ransformados de los puntos A, B,
CyD.

A= B = C = D =
Trace en el dibujo anterior los puntos A’, B/, C" y .

Debido a que en esta transformacién cada segmento se trans-
forma en un segmento, el cuadrilitero ABCD se transforma
en el cuadrilitero A’B’C'D’, Trace el cuadrilitero transfor-
mado.

Midiendo los lados respectivos, encuentre las razones si-
guientes:

AB BC Ch DA
A'BY

y e oD (7o

e) Compruebe que

£)

g)

LA = LA, /B = /B, C=/C y /D =/tD
De d) y e) podemos concluir que el cuadrilatero ABCD y su
transformado A’B'C’D’ son
La razon de semejanza del primer cuadrildtero a su irans:
formado es

Ijercicio 30. Haga los mismes pasos que en el ejercicio ante-
rior con la transformacién dada por la férmula

(%, )= (—2x, —2y)

'y
B
c
Axfi
D
i X
A=(—-2, 2) B=(17)
C = (8,6) D= (6, 1)
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En general la transformacion del plano dada por la regla

(x, )= (kx, ky), con k=0, tiene las siguientes propiedades:

a) El transformado de cualquier figura es una figura seme-
jante a ella. |

b) La razén de semejanza de una figura a su transformado

es 1
?6_-

En los dibujos siguientes se ilustran algunas figuras y sus ima-

genes segin las transformaciones indicadas.

FIGURA
Jg DADA

e, &= FIGURA TRANSFORMADA

(%, ¥) > (%x gly)

FIGURA TRANSFORMADA

(

e

DADA

FIGURA | | ]

(%, y)— (—3x. —3y)
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FIGURA
TRANSFORMADA

(x, y)— (5x, 5Y)

=




El estudio de los astros fue g} jorigen de la trigonometria

SEXTA UNIDAD

TRIGONOMETRIA

Desde la antigiiedad, al estudiar triangulos, el hombre observé

algunas relaciones entre los dngulos y los lados de dichas figuras.

Fue el estudio sistemitico de esas relaciones lo que llevé a l1a hu-
manidad a la creacién y la utilizacion de la trigonometria. En lo
que sigue iniciaremos el estudio de algunas funciones trigonomé-
tricas.

1. LA FUNCION SENO

En el estudio que vamos a emprender nos serdn de mucha uti-
lidad las ideas que obtendremos al realizar los Ejercicios 1 y 3.

fjereicio 1. En una hoja de papel milimétrico dibuje usted una
circunferencia de 10 cm de radio, trace dos de sus didmetros, de tal
manera que sean perpendiculares entre si y pinte de rojo uno de los

radios. (Vea la ilustracion)

a

o
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En lo que sigue, la unidad de medida de todos los segmentos que a)
consideremos serd el radio coloreado en rojo y a la co-nstruccié'r,l b)s -
que hemos hecho la denominaremos “circunferencia de radio unidad”. :
' c)t i
Wjercicio 2, Divida el radio unidad en 10 segmentos de igual ay
longitud y en los puntos de divisién trace perpendiculares a ese radio.
e)t "

=3

£+ |

2 g
el 2
) 2 Recuerde que se llama dngulo central a cualquier 4ngulo que
m tenga su vértice en el centro de una circunferencia,
4 f R j

Por ejemplo, en la siguiente ilustracién tenemos un dngulo cen-
tral de 35° en nuestra circunferencia de radio unidad.

Considerando la unidad que hemos fijado, la medida de estos seg-

Los éngulos centrales que consideraremos en adelante, serén
mentos perpendiculares es:

unicamente aquellos que tengan uno de sus lados sobre el radio

unidad.
) umidades b) DI AdES Ejercicio 4, En su circunferencia de radio unidad, construya los
| angulos centrales cuya medida se indica.

c) ~ unidades d) |95 I unidades

a) 5° b) 10° ¢) 15° d) 20°

i idad

e) unidades ) unidades ¢) 250 £) 300 &), 355 4y 4
g) unidades h) unidades i) 45° j) 50° k) 55° 1) 60°

m) 65° n) 70° 0) 75° 80°
i) unidades i) unidades ) P)

q) 85° r) 90°

Fjereicio 3. Utilizando la misma unidad de medida que hemos

considerado, indique la longitud de cada uno de los siguientes seg-
mentos.

Utilizando una circunferencia de radio unidad se pueden ilustrar
algunas relaciones muy sencillas entre dngulos centrales y longitudes
de segmentos, tal como hacemos a continuacién:
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Construimos en nuestra circunferencia un 4ngulo central de 35°
y trazamos el segmento PQ, perpendicular al radio unidad.

A la medida del segmento PQ (tomando como unidad de medida
el radio unidad) la llamamos seno del dngulo de 35°, y la simbo-

lizamos asi sen 356°.

*, = 1 - - - -
Como vemos, esa medida es .57, Por lo tanto, podemos escribir:

[ sen 35° = 57 |

Siguiendo este procedimiento podemos asociar a cada angulo
entre 0° y 90° un seno determinado,

Ejercicio 5. Complete las siguientes igualdades.
sen 200 = i sen 40° =
sen 60° = sen 807 =

Ejercieio 6. Complete la siguiente tabla

X 0° | 5° | 10° | 15° | 20° | 25° | 30° | 35° | 40° | 45°

sen X

X 500 | 55° | 6o° | 659 | 70° | 75° | 80° | 85° | 907

sen X

THIGONOME®SRIA
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Fiereie - )
R /. Con los dates de la tabla anterior, complete la si-
guiente grafica.

r
L0
a |
8
T
8- |

7 R .

Si pudiéram(?s, para cada angulo entre 0° y 90°, encontrar su
seno contespondleme y representar esto graficamente, obtendriamos
una grafica como la siguiente:

L
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Ejercicio 8. Observe la grifica anterior y resuelva las siguien-
tes cuestiones:

a) JLa grafica anterior es una recta?

b) Para un angulo entre 30° y 60°, el seno correspondiente es-
tad entre y !

¢) Si consideramos 4ngulos cada vez mayores, entonces los
senos correspondientes son cada vez

Como podemos observar, en lo anterior hemos asociado a cada
dngulo (entre 0° y 80°) un ntmero (entre 0 y 1). Es decir, hemos
determinado una funcién a la cual se le da el nombre de funcién seno.

En cursos superiores se define la funcion seno en forma rigurosa;
pero para nuestros fines basta con las ideas que hasta aqui hemos
desarrollado.

x sen x x sen X x sen x
1* .017 31° 516 61° 875
2¢ 035 327 .530 62° .883
3° .052 33° .545 63" .891
4° 070 34° .559 64° 899
5° .087 35° b74 65° 806
6° 105 36° 588 66° 914
7 122 37° 602 67" 921
8° 135 38° 616 68° -927
9* .156 39° 629 69° .934
10° 174 40° 643 70° 940
11° 191 41° 656 71 .946
12° 203 42° 669 T2° 951
13° 225 43° 682 73" 956
14+ 242 44° 695 74° 861
15~ 259 45° 707 75° .966
16* 276 46° 719 76° .970
17E 202 47° 731 77" 974
18° 309 48° 743 78° .978
19° 326 49° 755 79" 982
20° 342 50° 766 80° 985
21° 358 51 T7T 81° .988
22 375 527 788 82° 980
23° 391 53 799 83¢ 993
i 407 54° 809 84° 995
25° 423 55° .B19 85° 996
26° 438 56° 829 86° 598
27° 454 57° .839 87° .999
28° 469 58° 848 88° .999
29° 485 59° 857 B9”® 999
30° -5 60" .B66 90° 1
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Existen tablas mas completas de la funcién seno que la que he-
mos elaborado. Por ejemplo, la que se anota en la pag. 204 y que
utilizaremos posteriormente para resolver algunos problemas.

Tambiér? hay en el mercado pequeifias calculadoras electrénicas
que proporcionan senos de angulos con gran precisién. Si usted pudie-
ta manejar alguna de ellas, en lugar de las tablas, seria mucho me-
jor por la comodidad que ello le reportaria.

_La funcién seno tiene multiples aplicaciones en las ciencias y en
la industria. Por ejemplo, para describir el comportamiento de una
corriente eléctrica es imprescindible el empleo de esta funcién. En
este curso nos iniciaremos en el estudio de las aplicaciones de dicha

funCl(?I’l, resolviendo unicamente algunos problemas elementales so-
bre tridngulos rectangulos.

La funcion seno y los triangulos rectangulos:

’ Sabemos que en un tridngulo rectangulo, al considerar uno de los
angulos agudos (por ejemplo al A ), se usa la siguiente nomenclatura

Cateto opuesto
al dnpule 4

u

Cateto adyacente
al 4ngulo A
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En un tridngulo rectangulo la funcién seno nos puede servir para

describir 1a relacién que hay entre uno de sus 4ngulos agudos, la
hipotenusa y el cateto opuesto a dicho angulo. PQ _sen A

— = ——— = sen A
Consideremos por ejemplo, €l dngulo A del tridngulo rectangulo AP 1
ABC siguiente,

Esto es,

Por lo tanto,

C
en A BU _cabio s de 4
Lo que observamos aqui es vélido para cualquier tridngulo rec-
tdngulo.
| . W telo opuesto a
Traceinos una circunferencia de radio unidad, tomando como .. m}jg@usa ; j
centro e] vértice A y haciendo que el radio unidad y el segmento AB A i it o L=
traslapen. Tracemos el segmento PQ perpendicular a AB. | ]
se dasap e perp Con esta igualdad podremos resolver problemas como los si-
T gulentes:

Problems. ¢Cudnto mide el cateto QR del siguien _
rectangulo? guiente (ridngulo

En esta construccién observamos que: Aplicando la férmula anterior, tenemos que:
PQ B

C
T T (Porque los tridngulos ABC y APQ son semejantes)

125
Sabemos que

Resolviendo la ecuacién encontramos que:
PQ = sen A (Por definicién de seno de un angulo) |

x = (sen 35°)(125)
AP =1 (Porque AP es radio de nuestra circunferencia de radio Como sen 35° = .573, entonces:
unidad)

x = 71.625
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jtespuesia.  El cateto QR mide 71.625 cm.
peohlems.  ¢Cuénto mide la hipotenusa del siguiente tridngulo

rectangulo?
o

M N
Aplicando la férmula, tendremos:

sen B0° = E
x

Resolviendo la ecuacién encontramos:
70 70

- = =808
X = Sen 60° 866 31

lespuests, La hipotenusa mide 80.831 metros.

Problemas. Dado el siguiente tridngulo rectingulo, ¢cudl es la
medida del dngulo R?

T
»
%5
142 m
R s
142
R=—oo— =
5€ 500.8 707

Buscando en la tabla encontramos que el ingulo R es de 45°

TEIGCONDOMETRTIA
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Ejercicio 9. En cada tridngulo rectdngulo encuentre usted el

valor x.

a)

c)

127 m

e)

35

b)

115 m

30
i

d)

BOV m

657

t)

243
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)

s0°

65

—l x

i)
192 85

K)

78

156

m)

165
54

h)
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Ejercicio 10. Encuentre usted todos los segmentos y 4ngulos fal-
tantes de los siguientes tridngulos rectangulos,

a)

705 m

b)

Problemas.,

a) ¢Cuanto mide el cable de extremos A y C, si la altura del

anuncio es de 3.5 m y el cable forma con el suelo un angulo
de 2G°7?

b) Se quiere construir una “reshaladilla” de manera que forme
un angulo de 36° con el suelo. Si la altura deberi ser de 4 m,
¢cual deberd ser la medida entre los puntos A y B?
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¢) Fl angulo /TRS mide 36" y la distancia entre Ry T es de
36 m, jcual es el ancho del rio?

d) Observe la ilustracién, Si la distancia de H a G es de 75 m
y el angulo /HGF es de 43°. ;Cudl es la altura de la pirdmide?
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e) Siun proyeetil se desvié 1° de su trayectoria, jcuinto se ha
apartado de ésta al recorrer 800 m?

2. LA FUNCION COSENO

Consideremos ahora otra asociaciéon de longitudes de segmentos
con 4ngulos centrales, en nuestra “circunlerencia de radio unidad”.

Tracemos, por ejemplo, un angulo central de 60°.

/

e

“‘H«H__/
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Ahora, desde el punto B, tracemos una perpendicular al radio

unidad.

ol TR
N\
|
|
f
|
|

ol
rd ’
N

(o)
— _.,_//

Esto nos determina un segmento OC, cuya longitud asociamos
al 4ngulo de 60° en nuestra circunferencia de radio unidad.

(7

7

A esta longitud OC la llamamos coseno del dngulo de 60° y la
representamos simbdlicamente asi: cos 607, :

Como podemos ver, este coseno es 0.5 unidades; o sea,

cos 60° = 0.5

Siguiendo este procedimiento, podemos determinar el coseno de
cualquier angulo entre 07 y 90°.

T R

IO NODMETRIA 215

Ejercicio 11. Complete las siguientes igualdades.
a) cos 20° = b) cos 40° =
¢) cos 7O = = d) eos: 800 ={

Ljercicio 12. Complete la tabla siguiente:

X | 0°| 5° | 10°| 152 | 20° | 25° | 30° | 35° | 407 | 45°

X s50° | 55°| 8oe | 65° | 70° | 75° | 80° | 85°| 90¢

cos X

Ejercicio 13. Con los datos de la tabla anterior, complete la si-

guiente grafica,

LG

cos X

i L]

5¢ 100 207 ag”
Amngulos X

v
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Si pudiéramos encontrar el coseno de cada angulo entre 0° y 90°
y trazar la grafica correspondiente, ésta seria asi:
&

- lx
0.9 P
o8| s

a7 ™~ - —
se 061 \ N

0.4 \
0.2 N
;2 A

N

0.1

: 4
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Partiendo de esa definicion rigurosa se pueden construir tablas
de dicha funcién con la precisién que se desee. Aqui, para resolver
algunos problemas, utilizaremos la siguiente tabla, o bien, la cal-
culadora de bolsillo.

[ I ] =
107 ! 20° 30° 40° 50° Go® 70° 80" iy

AnguioX
Ejercicio 14.  Utilizando la grafica anterior, complete las siguien-
tes igualdades.

a) cos 18° = b) cos 27° =
¢c) cos 42° = d) cos 68° =
e) eost | = 56 f) cos = .45
g) cos. = =.32 hy cos =.

En la grafica podemos también observar que al considerar &n-
gulos cada vez mayores, los cosenos correspondientes son cada vez
y que los cosenos de angulos entre 0° y 90°
estin comprendidos entre |y

Esta asociacién entre dngulos y cosenos es una funcidn a la que
se acostumbra llamar funcién ceseno y la cual en cursos mas avan-
zados sera definida rigurosamente.

X OS5 X x cos X X COs x
I* 1.000 31° 857 61° 485
9 .999 32° 848 62° 4589
a0 L9899 33° 838 6a° 454
g 908 34° 829 64° 438
57 .696 35°¢ 819 85° 423
6° 695 36° 809 66° 407
7 993 a7e .799 67" 391
8 .990 3ge .788 68° 375
ge 988 39° 777 69° 3568
10° 985 ap* 766 70° 342
11* 989, 41° 755 740 326
19 978 49° 743 720 .309
13¢ 974 43" 731 73° 292
14° 970 44° 719 74° 276
15° 966 45° 707 75° 259
16* 961 46° B95 76° 249,
iz 956 47° 682 77° 295
18°¢ 951 48¢ 669 78° 208
19¢ 946 49° .656 79° 191
20" .840 50° 643 80° 174
21+ .634 51° 629 81 156
9g* 997 52° 616 8a.° 139
237 921 53° 602 83° 129,
24+ 914 54° .588 84° .105
25° 908 552 574 85° 087
26¢ .B99 56° 559 86° 070
97" .891 57° .545 B7° 052
28 .883 58° 530 88° 035
29° 875 59° 515 89° 017
30° 866 60" 5 a0° 0

La funcién seno y la funcién coseno constituyen una herramien-
ta importante en el estudio de algunos asuntos cientificos y técnicos.

Por ejemplo, para describir las vibraciones mecanicas de los cuer
pos eg indispensable recurrir a estas funciones trigonomeétricas. Aqui
veremos una aplicacién elemental de la funcidén coseno al resolver
algunos problemas sencillos de triangulos rectangulos,
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La funcién coseno y los tridngulos rectangulos

Con la funcién coseno se puede describir la relacién que hay en-
tre uno de los 4ngulos agudos de un tridngulo rectdngulo, la hipote-
nusa y el cateto adyacente a dicho &ngulo.

Consideremos, por ejemplo, el siguiente tridngulo rectangulo.
¢

A [lg

Tomando como centro el vértice A, podemos trazar una circun-
ferencia de radio unidad y un segmento PQ perpendicular a AB, tal
como se ilustra

Asi determinamos los tridngulos semejantes AABC y AAQP,
en los cuales se tiene que:

AQ  AB
AP AC
En virtud de que AQ = cos A y AP = 1, tenemos que:
AQ cos A —
F. TR I
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Por lo tanto, en el tridngulo ABC,

AB  cateto adyacente de A

A=
i AC hipotenusa

Esto vale para cualquier tridngulo rectangulo:

. cateto adyacente a X
L tos X = e e o o
S o moionued.

Con esta férmula se pueden resolver problemas como los si-
guienfes:

Problema. (Cuil es la medida del cateto x en el siguiente trian-
gulo rectangulo?

Aplicando la férmula que conocemos,

g0 =
cos 3 135

resolviendo esta ecuacién tenemos que:
x = 135-cos 39°

X

i

(135)(.777) = 104.895

Por lo tanto, el cateto x mide 104.895 m.
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Problema. ¢Cuanto mide la hipotenusa del siguiente tridngulo

rectangulo?
C

52°

sl A

102,5 m
Aplicando la férmula conocida, vemos que:
102.5

cos 529 =

Despejando la x, encontramos que:

102.5
cos H2

y como cos 520 = 6156, entonces

= 1025 _ 166.504.
6156

Respuesia.  La hipotenusa AC mide 166.504.

Problema, (Cudl es la medida del dngulo C?
F

264 m

26.4

Ya que cos C = <
1 1855

entonces cos C = .1423,
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Buscando en la tabla, en la grafica o en la calculadora (tecla
cos™), finalmente encontramos que el dngulo C mide 82° aproxi-
madamente.

Ejercicio 15, Calcule el valor de x en cada uno de los siguientes
triangulos.

b)

e) £)

b
&

82

' 243 u ‘

)

g) h) ‘ .
* _ 250 u
‘642 u
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435 y
i) 1)
42°
x
|
k) 428 )
- d 85
389 u
23]
Iﬂ) n) 219 u
642y
14.5 u
L.
0)

342
B68 L

Problema.  Spobre una pared se apoya un vidrio formando un
dngulo de 73° con el piso. Si se sabe que el vidrio mide 1.80 m de
largo, ;cudl es la distancia de la pared a la base del vidrio?

Resolucidn.  Por lo que sabemos,

X

o5 T30 —
cos 73 180

En las tablas encontramos gque
cos 73° = 0.292

entonces tenemos que

0.292 =

|
g|®
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La solucion de esta ecuacidon es
x=052m
Por consiguiente, la respuesta al problema es:

Respuesta. La distancia de la pared a la base del vidrio es .52
metros.

Problemas.

a) De acuerdo con la figura calcule la longitud de la viga cuyos
extremos son A y C.

C

e N

4 m——
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b) Un barco cambia su rumbo 18°, como se muestra en la fi-

gura.

Si la distancia entre P y Q es de 8 millas, jcuil es la distancia
entre P y R?

d)

— 28 —

Una antena de televisién es-
14 sujeta como se muestra en
la figura. Si el cable que va de
T a § mide 4.5 m y la altura
RT de la antena mide 3.5 m,
Jjcual es la medida del dngulo

RTS?

Observe la figura, ;Cudl es la longitud FG de la losa?

T RGO NOM BT RBIA 295

Si la longitud del tablén para descarga es 3.15 m y la distancia
entre M y N es de 2.85 m. jcudl es la medida del angulo que forma

el tablén con el piso?

3. LA FUNCION TANGENTE

Estudiaremos ahora otra funcién trigonométrica a la que se da
el nombre de funcidn tangente.

Como en los casos anteriores, nos daremos una idea de lo que
es esta funcion recurriendo a una circunferencia de radio unidad.

Consideremos, por ejemplo, un angulo central de 30° y tracemos
el segmento RS, perpendicular al radio unidad en el punto § de la
circunferencia.

/ w

|

S A

B
Asociemos la longitud de este segmento RS (.58 unidades) al
4angulo de 30°.
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A esta longitud la llamamos la tangente del dngulo de 30°. En

simbolos,
tan 30° = .58

Con este procedimiento podernos determinar la tangente de cual-
quier 4ngulo menor de 90°.

Ejercicio 16. Complete la siguiente tabla.

X 0° | 5° | 10° [ 15° | 20° | 25° [ 30° | 35° | 40° | 45°
tan X ]

Observe usted que para el angulo de 45° la tangente es 1. A me-
dida que consideremos dngulos mayores que 45° encontraremos que
sus tangentes van tomando valores tan grandes que Nos sera prac-
ticamente imposible calcularlas con nuestro procedimiento.

En la siguiente tabla se dan las tangentes de algunos éngulos
mayores que 45°,

X

50°

60°

70°

80°

85°

tan X

1.19

1.73

2.75

5.67

11.4

Ejercicio 17. Considerando los datos de la tabla del ejercicio an-
terior, complete la siguiente grafica.

1\

a9

Tangeéntes

"
1
]
[
|
10° 20° 30" 40° s07

TR I'GONDMETH RIA ag7

Si pudiéramos encontrar las tangentes de todos los dngulos me-
nores de 90° y trazar la grifica correspondiente, ésta seria como la
siguiente:

4

.13 /
A2 /
11 /
10

o

8 //

{

6 -

5 v

. L7

4 //

3 ,/

2 ,/

1 /

= —-

10° 20° 30" 4an® 507 55¢

La grafica muestra solamente una parte de la funcién, pues para
4ngulos cercanos a los 90° la tangente es muy grande. Por ejemplo,
la tangente de 89.5° es 114.59 y la de 89.8° es 286.47. Esto nos
hace practicamente imposible su representacién grafica.

Para efectuar un andlisis més profundo de esta funcién trigo-
nométrica es necesario contar con una definicion matematica de la
misma. Y esto solo es posible en cursos superiores.

Ejercicio 18. Utilizande la grifica anterior complete las siguien-
tes igualdades.

a) tan 23 =11 b) tan 16° =
¢) tan 376 =1 d) tan 43° =
e) tan 47° = | ) tan = .67
g) tan =712 h) tan = .48
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Con una definicién matematica es posible elaborar tablas de tan-
gentes con la precisién que s€ desee. La siguiente tabla nos servira

para resolver algunos prob

mos utilizar una calculadora elecironica.

lemas sencillos, en caso de que no poda-

X fan ¥ X tan x
1° .017 46° 1.035
2° 035 47° 1.072
" .052 48° 1.111
40 070 490 1.150
5e .087 50° 1.192
6° 105 ble 1.235
7° 123 520 1.280
8° 141 b3° 1.327
9o 158 54e 1.376
10° 176 b5° 1.428
11° 194 56° 1.483
12° 213 57° 1.540
13° 231 58¢° 1.600
14° .249 59° 1.664
15° 268 60° 1.732
16° 287 61° 1.804
17% 306 62° 1.881
18° 325 63° 1.963
18° .344 64° 2.050
20° 364 65¢ 2.145
21¢° 384 66° 2.246
22° 404 670 2.356
235 424 687 2.475
249 445 69° 2.605
25° 466 70¢ 2.747
26° 488 71° 2.904
27~ 510 T2 3.078
28° .532 73° 3.271
29° .554 74° 3.487
30° B77 75¢ 3.732

IRIGOMNMOMETETI:H:A

x tan x x tan x
=18 601 762 4.011
32¢° .625 77° 4.331
33° 649 78° 4.705
34° B75 79° 5.145
35° 700 80# 5.671
36° 727 81¢ 6.314
372 754 890 7.115
38" .781 83¢ 8.144
399 810 84¢° 9.514
4Q° 839 85@ 11.430
41° 869 86° 14.301
42° .900 870 19.081
43© .933 88¢ 28.636
44° 966 892 57.290
45° 1 QQ°

La funcién tangente, al igual que las otras funciones trigonomé-
tricas, es de gran utilidad para describir fenémenos naturales. Sin
embargo, solo utilizaremos aqui dicha funcién para resolver algunos
problemas sobre tridngulos rectangulos.

La funcion tangente y los triangulos rectangulos

Con la funcién tangente se puede describir la relacion que existe
entre un angulo agudo de un tridngulo rectingulo y los catetos del

mismo:

Por ejemplo. consideremos el triangulo rectdngulo ABC siguiente:

¢
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Como hemos hecho antes. tracemos una circunferencia de radio
unidad sobre este tridngulo y tracemos el segmento RS.

C

/—’—'_|

Asi tendremos dos triangulos semejantes en los cuales:

RS _CB

‘AS  AB

Como RS = tan A y AS = 1, entonces:

RS tan A
AS 1
Por lo tanto,
CB cateto opuesto de A

B 1 = AB cateto adyacente de A

Lo anterior vale para todo tridngulo rectangulo:

Con esta férmula se pueden resolver problemas como los si-
gulentes:

TREIGEONOMETRERTIA

Problema. Determine el valor de x en el siguiente tridngulo.

35¢
5

3.8 m

Aplicando la férmula conocida, tenemos que:

tan 350 =_%_
a3 38

X
x = (tan 35°)(3.8)

— (.70)(3.8) = 2.66

Selucion. x vale 2.66 m.

FProblema. ;Cudnto vale x en el tridngulo siguiente?

30,5 m

Resolueion.

tan 28¢ =

30.5
x == i
tan 28°

30.5

x = o T 57.36

Respuesta. x vale 57.36 m.

231
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Problema. ¢Cuél es la medida del angulo a?

u

27 m

Resolucion.
53
tan «a = — = 1.96
27

Consultando las tablas o usando la calculadora (tecla tan™) en-

contramos que:
tan 63¢ = 1.96
Por lo tanto, la medida del angulo « es 63°.
Ejercicio 19 Encuentre el valor de x en cada uno de los siguien-

tes triangulos rectangulos.

a) b)

TRIGONOMETRTIA

c)

e)

700 km

2533

)

<

<S— 82—
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& o= ow
I

&

196 o

Problemas.
a) Con los datos de la figura, calcule la altura de la torre.

-

i
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b) Calcule 1a medida del apotema de un hexdgono cuyo lado mi-
de 5 cm. (Sugerencia: Haga el dibujo del hexdgono y en-
cuentre después la medida de cierto angulo.)

¢) En una presa se desea construir un muro de contencién. El
dngulo CAB debe ser de 65° y la altura del muro de 30 m.
Calcule el ancho AB de la base del muro.

¥ %&%ﬁe.

l
=
M

i)
e
S

d) La iflustracién muestra una parte de Guanajuato. La longitud
AC de una calle es 52.21 m y la longitud BC es de 19 m.
(Qué angulo forma la calle AB con respecto a la calle hori-
zontal?
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Problemas de recapitulacion

a) ¢Cu4l es la medida de AC? El ZACB es de 39° y la longitud de
CB es de 15 m.

b) Las coordenadas del punto P son (10, 9). Obtenga la medida
del £POQ y la medida de OP.

P

|
|
|
|
|
|
|
Q

v

Lo}

¢) La direccién de los rayos solares con la horizontal es de 55°.
Si la sombra proyectada por una planta de mafz es de 1.5 m,
(Cudl es la altura de ésta?

d) Un proyectil es disparado desde A con un idngulo de 35° y
choca con una pared en B. Si BC mide 3 m, jcudl es la dis-
tancia recorrida por la bala?

T8 TGO NOMETRIA
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c
¢) Una carretera forma un dngulo de 5° con la horizontal. ;Cudl
es la distancia PR recorrida por la carreta, si RQ mide 8 m?

P

) En un hexigono regular, el apotemma OB mide 7.5 m, encuen-
tre l1a medida de AC. (Tenga en cuenta que el AOC mide 60°
y que LAOB — ZBOC.)

8]
|
|
|
|
|
|
|

A B C

g) Si tenemos un rectangulo de 9 m por 4 m, jcudl es la medida
del angulo formado por la diagonal y el lado mayor?
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h) Un tridngulo equilitero mide 15 m por lado. Encuentre la

medida de la altura.
i) Una fuerza f de 500 kg forma un 4ngulo de 38° con la hori-
zontal. Encuentre la componente horizontal fx de la fuerza.

i) Una fuerza T de 250 kg forma un angulo de 45° con la hori-
zontal. Fncuentre la componente vertical fy de la fuerza.




SEPTIMA UNIDAD

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

1. ESTADISTICA

Un problema de muestreo

En cierta poblacién un doctor observa que en varios de sus pa-
cientes se presentan enfermedades causadas por un exceso de calcio
en la sangre. Fl Dr. Ibarra que es un investigador muy competente,
sabe que en una poblacién el nimero de personas con un exceso de
calcio en la sangre* es generalmente menos del 5% . Sin embargo,
¢l sospecha que en este caso mucho mas del 5% de los habitantes
tiene un exceso de calcio en la sangre.

La tnica manera de comprobar su sospecha es realizando una
investigacién. Practicar un analisis a todos los habitantes de esa
poblacién seria muy costoso y requeriria mucho tiempo, de manera
que Ibarra toma como muestra 50 habitantes al azar y practica en
ellos el andlisis correspondiente, resultando los siguientes datos:

105 93 132 983 119 92 99 86 109 121
112 99 11.0 7.7 108 75 94 95 98 88
11.1 8.7 104 82 107 9.9 86 100 92 97
104 102 96 8.7 11.6 105 100 102 98 106

98 126 9.0 95 114 11.3 106 103 109 118

Estos datos corresponden a miligramos de calcio por cada 100
mililitros de sangre.

“ Be considera que una persona tiene exceso de calcio em la sangre si tiene més de
11.5 miligramos. por 100 mililitros.
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Ibarra sabe que cuando una persona dispone de un conjunto de
datos, generalmente puede apreciarlos mejor si los clasifica y, me
jor atn, si los representa graficamente.

Es por eso que primero ordena los datos correspondientes a las
50 personas elegidas:

75 179 82 86 86 87 87 88 90 982
9.2 9.3 9.3 84 9.5 9.5 9.6 9.7 98 9.8
9.8 9.8 9.9 9.9 10.0 10.0 102 102 103 104
10.4 105 105 106 106 107 108 109 109 11.0
111 112 11,3 114 116 11.8 11.9 121 126 132
Después procede a clasificarlos observando cuintos estdn com-

prendidos entre 7.4 y 7.9, cuantos estan comprendidos entre 8.0 y
8.5, etc., y los dispone en una tabla como la siguiente:

INTERVALO FRECUENCIA |
7479 2
8.0 — 8.5 1
8.6-—09.1
99—9.7
9.8 —10.3
10.4 — 10.9
11.0 —11.5
11.6—12.1
122127
12.8-—133 B

(Recuerde usted que tablas como ésta reciben el nombre de
tablas de frecuencia.)
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Observe que hay 2 datos entre 7.4 y 7.9 inclusive. Por eso se
anota el 2 a continuacion del intervalo 7.4 — 7.9.

Hay 1 dato entre 8.0 y 8.5 inclusive. Por eso se escribe 1 a con-
tinuacién del intervalo 8.5 — 8.5.

Ejercicio 1. Complete la tabla anterior.

Ejercicio 2. Con los datos de la tabla anterior, complete el si-
guiente diagrama de frecuencias.

12

11

10

Frecuencia

7.4-7.8 8.0.8.5 8691 8:297 95810.3104-10.911-11.511,6-12.112.2-12.712.8-13.3

Miligramos de vcalcio por cada 100 mililitros de sangre

Ejercicio 3. De acuerdo con el diagrama anterior, conteste las
siguientes preguntas:

a) ¢Cuéntas personas tienen mas de 9.1 miligramos de calcio por
100 mililitros de sangre?

b) ;Cuéntas personas tienen en la sangre entre 9.2 y 12.1 mi-
ligramos de calcio por 100 mililitros de sangre?
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¢) ¢(Cuéntas personas tienen menos de 10.4 miligrames de cal- a) Los datos corresponden a los sueldos mensuales de 584 per-
cio por 100 mililitros de sangre? sonas autodidactas que solicitaron inscripcién a Secundaria

d) ;Qué tanto por ciento de las 50 personas tienen menos de Abierta.

9.8 miligramos?
e) ¢(Qué tanto por ciento de las 50 personas tienen maés de 11.5

miligramos?

£) ;Era acertada la sospecha del Dr. Tharra?
Algunos grupos de datos y su representacion 0 —$1 000 285
mediante curvas de frecuencia

Usted seguramente recordard que en el primer curso menciona- $1 000 — $1 500 143
mos que si en un diagrama de frecuencias trazamos una curva gue
pase por los puntos medios de la parte superior de cada rectdngulo, $1 500 — $ 2 500 121
obtenemos 1o que se llama una curva de frecuencia. También men-
cionamos que los datos correspondientes a muchos fenémenos o si- $2 500 — $5 000 35
tuaciones dan lugar a una curva como la que se muestra.

$5 000 — O mas 5

{Datos reales)

300

200 |

Esta curva es llamada cuiva normal o curva de Gauss

En los siguientes ejercicios, donde usted construira la curva de
frecuencia de algunos conjuntos de datos, observara que en algunos
casos la curva construida se parece mucho a la curva normal. En
otros casos usted observard que a diferencia de la curva normal que
es simétrica. la curva resultante es asimétrica, Esta asimetria es
caracteristica de algunos fenémenos o situaciones.

Frecuencia

100 |-

Ejercicio 4. En cada inciso aparece una tabla de frecuencias de
cierto grupo de datos; trace el diagrama y curva de frecuencias co- 0-1 000 1001:1500 1501-2500  2501-5000 5001
rrespondientes,

Ingreso mensual de las personas
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b) Los datos corresponden & la duracidén en minutos de 1000

conversaciones

telefénicas.

0 — 1.5 6
1.6— 3.0 28
31— 45 88
46— 6.0 180
6.1— 7.5 247
7.6 — 9.0 260
9.1 —10.5 133
10.6 — 12.0 49
12.1 — 13.5 11
J 13.6 — 15.0 5
300
250 |
200 |
g 150 —
= 100}
50 |
0-1.5 1630 3.145 4.660 6175 7690 9.1-105 10,612 12.1-13.5 13.6-15

Duracién en minutos de 1000 conversaciones telefonicas

¢) Los datos corresponden al ntimero de hijos en cada una de

318 familias,

Frecuencia

PROBABILIDAD ¥ ESTADISTICA 247
_No.DEF

1 61
2 66
3 52
4 40

5 36

6 27
7 9
8 12

9 7

10 4

11 — 14 A

(Datos reales)

3 5 5 7 8 s 10 1114

Niamero de hijos
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d) Los datos corresponden a las edades en afios de 663 perso-

200 |

150 |

Frecuencia
=
g
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nas solicitantes de inscripcion a Secundaria Abierta.

10 —15 55
16 — 20 217
21 —25 126
26 — 30 95
31 —35 71
36 —40 50
41 — 45 22
46 — 50 16
51 — 55 4
56 — 60 2
61 —65 1
65 — 4

(Dates reales)
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e) Los datos corresponden a[ C.I.] (coeficiente intelectual) de
110 estudiantes tomados al azar de una escuela preparatoria.

80 — 89 8
90 — 99 9
100 — 109 26
110 — 1189 30
| 190 — 129 18
130 — 139 12
140 — 149
150 — 159

(Datos reales)

20

Frecuencia
+

15[

i 9} 2R S
80-99 100-109

80-89 110.119 120-129  130-139  140-149  150-159

Coeficientes de inteligencia (C.1.)

Ejercicio 5. Conteste las siguientes preguntas en relacién a las
curvas trazadas en el ejercicio anterior.

10-15 1620 21-25 26-30 3135 36-40 4145 46-50 51-55 56-60 61-A5

Edades en afius

hi-

a) (Cudl o cudles de las curvas anteriores considera usted que
se aproxima maés a la curva normal?
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b) ¢Cuél o cudles curvas considera usted que difieren mds de
la curva normal?

¢) (Cuéles curvas son mas o menos simétricas?

d) ¢Considera usted que después de trazar la curva del incise a)
tiene una mejor idea sobre los sueldos de las 584 personas?

e) Si usted trazara una curva de frecuencias sobre los sueldos
de 1 000 personas, ;piensa que esta curva serd parecida a la
curva mencionada en el inciso anterior?

t) ¢Piensa usted que una curva de frecuencias scbre el peso en
kilogramos de los alumnos de una escuela secundaria sea
parecida a la curva normal de frecuencias?

g) Imagine que traza una curva de frecuencias sobre el numero
de hijos de 1200 familias. ;Cree usted que esta curva se
asemeje a la curva normal de frecuencias?

h) Si usted trazara una curva de frecuencias correspondiente a
las duraciones en segundos de 2 500 llamadas telefénicas.
¢cree usted gue esta curva sea mds o menos simétrica?

i) ¢Considera usted que la acentuada asimetria de la curva de
frecuencias sobre edades en anos de 663 personas (solici-
tantes de inscripciéon a Secundaria Abierta) se debe a carac-
teristicas particulares de esa poblacién, o bien considera us-
ted gque en general, las curvas de frecuencias sobre edades
son asimétricas? Discuta su respuesta con sus companeros
Y maestro.

i) Imagine que usted observa el diagrama de frecuencias de
los sueldos de 1 300 obreros de una fabrica. ;Piensa que esta
curva se parezca a la del inciso a) del ejercicio anterior?

Diagrama de frecuencias acumuladas

En algunas ocasiones como veremos posteriormente es muy util
presentar un conjunto de datos por medio de una curva de frecuen-
clas acumuladas. Generalmente esta curva se construye a partiv de
una tabla o diagrama de frecuencias.

A continuacién ilustramos este procedimiento. Consideremos pa-
ra ello el diagrama de frecuencias de la pag. 251

Primero trazamos dos ejes cartesianos, Después observamos en la
tabla ¢ diagrama entre qué valores estan comprendidos los datos;
en este caso entre 35 v 70 kg. Con estos valores como extremos cons-
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15

10

Frecuencia

35-40 41-45 4650 51-55 56-60 . 61-63 65-70 .

Pesps en kilogramos de 50 personas

truimos una escala en el eje horizontal. El namero de datos, en

este caso 50, determina la escala que se construird sobre el eje verti-
cal, tal como se muestra en la siguiente figura,

L

501
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Ahora localizamos algunos puntos de la siguiente manera: to-
mamos como abscisa el mayor valor de cada intervalo y como or@e-
nada Ia suma de la frecuencia de ese intervalo y de las frecuencias
de los intervalos anteriores.

De acuerdo con esto tenemos que en este ejemplo el primer pun-
to es (40, 2), el siguiente es (45, 7). Observe usted que la ordgnada
7 es la suma de 5 (frecuencia de ese intervalo) y 2 (frecuencia del
intervalo anterior),

Un tercer punto es (50,18); 18 es la suma de 11 (frecuen_ci-a de
ese intervalo) y de 5 y 2 (frecuencias de los intervalos anteriores ).

Ejercicio 6. Localice los puntos correspondientes a cada inter-
valo y trace por estos puntos una curva.

Esta curva que usted ha trazado es la curva que denominaremos
curva de frecuencias acumuladas.

Algunas veces resulta Util expresar las frecuencias acumuladas
en forma de por ciento, de manera que para localizar los puntos cons-
truimos en el eje vertical una escala del 0 al 100.

Observe usted que con un diagrama de este tipo podemos respon-
der ripidamente preguntas como: Jqué tanto por ciento de_ los 50
alumnos tienen un peso menor de 55 kg? o ;qué tanto por ciento de
los alummnos tienen un peso entre 55 y 65 kg, ete.
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ais T4 as 50 55 60 65 70
Ejercicio 7. Construya usted curvas de frecuencia acumulada
para los datos de los ejercicios 2 y 4.

(Encuentra usted alguna diferencia o semejanza entre estas cur-
vas? Discuta esto con su maestro.

2. CONCEPTOS BASICOS DE PROBABILIDAD

Consideramos que usted ya estd familiarizado con términos como
probabilidad, experimento al azar, espacio muestra, evento, resulta-
dos posibles, etc. Aln en el caso de no ser asi, con los ejemplos y
ejercicios de esta seccién usted podréd recordar los conceptos bésicos

sobre probabilidad y continuar sin dificultad el estudio de los temas
de este curso.

Probabilidad

Iniciaremos este breve repaso tomando en cuenta los resultados
posibles del experimento al azar de lanzar una moneda dos veces.

Una manera de ilustrar los resultados posibles de este experimen-
to es la siguiente:



MATEMATICAS TERCER CURSO

Segundo Primer Segundo

Primer
lanzamiento lanzamiento

lanzamiento. lanzamiento:

Segundo
lanzamiente

Primer Segundo Primer
tanzamiento lanzamiento lanzamienta

(La A yla S indican i 1a moneda cuya aguila o sol respectivamente)

Otra forma que a veces resulta mas comoda es la siguiente:

Segundo

Primer
tanzamiento

lanzamiento

Este tipo de diagramas (algunos autores los denominan de ar-
bol) son a veces muy fitiles para descyibir los resultados posibles de
algunos experimentos al azar y tener una idea mas clara sobre ellos.
Por ejemplo, si consideramos el experimento al azar de lanzar una
moneda 3 veces consecutivas, un diagrama COMmoO el que mostramos
a continuacién nos da una mejor idea del experimento.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
255
Primer
lanzamiento raSegunidG s
nzamiento zam
lan; iento

Observe usted en este dia
5t grama que las flechas rojas indica
uno de los 8 resultados posibles, el resultado iguila, églijla-, éguil:i
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Fjercicio 8. Complete la siguiente lista, correspondiente a los
resultados descritos en el diagrama anterior.

1. aguila, 4guila, aguila

aguila, Aaguila. sol

2.

3.
4.
5.
6.
7.
8

;Considera usted que los ocho resultados anteriores son igual-
mente probables? Discuta la respuesta con su maestro.

Recuerde usted que, en cursos anteriores, encontramos la pro-
babilidad de algunos eventos dividiendo el nimero de resultados fa-
vorables entre el nimero de resultados posibles (resultados posibles
equiprobables ). A la probabilidad asi determinada, algunas veces la
denominamos probabilidad tedrica.

Ejercicio 8. En relacién al experimento de lanzar una moneda
3 veces, encuentre las siguientes probabilidades.

a) La probabilidad de obtener 3 aguilas.

b) La probabilidad de obtener un sol.

c¢) La probabilidad de obtener al menos un sol.

d) La probabilidad de obtener dos dguilas y un sol.
e) La probabilidad de obtener dos soles y un aguila.

Sugerencia: Elabore un diagrama como en el ejemplo anterior.

Probabilidad frecuencial
Recordemos ahora el concepto de probabilidad frecuencial, estu-
diado en los cursos anteriores, por medio del siguiente experimento.

Provéase usted de una bolsa y cuatro canicas: dos rojas, una ne-
gra y una blanca. Revuelva usted perfectamente bien las canicas y,

e
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sin ver, extraiga una, registre el color de la canica extraida por me-
dio de una raya en el lugar correspondiente del siguiente cuadro:

rojo 7
negro /
blanco 4

’Repl'ta el proceso 50 veces (devolviendo a la bolsa la canica ex-
traida y revolviendo bien antes de sacar la siguiente ),

‘ Ret}mjrde que la probabilidad frecuencial de un evento se deter-
mina dividiendo el ntmero de veces que ocurrio el evento entre el
numero de veces que se realizé el exXperimento,

Por comedidad en el siguiente ejercicio designaremos con R, N
y B a los eventos “sacar canica roja”, “sacar canica negra” y “sacar

canica blanca” y con P(R), P(N) y P(B) respectiva
probabilidades de estos eventos, dat 3 TR

_EJBrCiCiO 10. Con los datos del cuadro anterior, complete el si-
guiente, '

R

Pi{RY =
N

Pi(N) =
& Pi(B)=

Nora: Paray distinguir la ili
probahilidad frecuencial d i
sl B oMl S o il e la tefrica, algunas wveces em-
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Ejercicio 11. En relacion al experimento anterior. obtenga las
probabilidades teéricas de los eventos mencionados. (Sugerencia:
puede ayudarse con el siguiente dibujo que ilustra el espacio mues-
tra, o sea el conjunto de resultados posibles equiprobables.)

Compare estos resultados con los del ejercicio anterior y comen-
te con su maestro sobre esta comparacion.

Al realizar la comparacién indicada, usted se dio cuenta de que,
en este experimento al azar, la diferencia entre la probabilidad teé-
rica de un evento y la probabilidad frecuencial del mismo, es pe-
queiia.

Un ejemplo: el namero =

La relacion entre la probabilidad frecuencial y la probabilidad
tedrica se puede apreciar realizando el siguiente experimento: Sobre
una cartulina trace rectas paralelas de manera que la distancia
entre ellas sea igual a la longitud de una aguja, tal como se muestra
en la ilustracién.

Separacidon entre las rectas igual a Iz longitud de una aguja
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Posteriormente deje caer la aguja sobre la cartulina desde una
altura de 40 o 50 cm (procurando que la aguja rebote un poco pero
que caiga sobre la cartulina) y observe si “corta” alguna de las rectas
paralelas trazadas. Realizando el experimento 20, 50 y 100 veces
usted puede completar los siguientes cuadros,
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G

=

En relacién a este experimento de dejar caer la aguja sobre 13.»
cartulina, la probabilidad teérica del evento “cortar alguna paralela

es 2. Esto se demuestra en cursos maés avanzados. Es por eso que
w

las probabilidades frecuenciales obtenidas al realizar el experimento
20, 50 y 100 veces son aproximacicnes de % Como usted puede

observar, entre mayor nimero de veces se realiza el experimento se

. " i 2
obtiene en general, una mejor aproximacién de —.

Otro experimento

Otro experimento que también nos da idea de la relacién entre
la probabilidad frecuencial y la tedrica es el siguiente.

Consideremos una caratula circular con sectores de color y una
manecilla giratoria en el centro, tal como se muestra en la siguien-
te ilustracion:
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Si dispusiéramos de una caridtula como ésta e hiciéramos girar
la manecilla, podriamos considerar los eventos “caer en rojo”, “caer
en gris” y “caer en blanco” y calcular su probabilidad frecuencial.
Encontrariamos que dicha probabilidad es, aproximadamente, igual
al area del sector del color respectivo (considerando el area de la
caratula como unidad).

Asi pues, en este modelo, la probabilidad frecuencial de cada
evento es:

1
P(R) = 3 (aproximadamente )
. 1 :
P;(B) = i (aproximadamente )
1 ]
Pi(G) = A (aproximadamente )

De acuerdo con las consideraciones anteriores, parece natural
aceptar que las probabilidades de los eventos mencionados son:

P(R) =
P(G) = 7
P(B) = ;

(Esto es efectivamente asi, y la demostraciéon se hace en cursos
superiores ).

Ejercicio 12. En relacion al experimento al azar de hacer girar
una manecilla sobre la caratula, obtenga en cada inciso la probabili-
dad indicada. (Las letras R, G y B denotan a los eventos “caer en
rojo”, “caer en gris” y “caer en blanco”, respectivamente).

a)

P(R) =
P(G) =

P(B) =
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b)

peas ~ [

¢)

Il

P(R)

P(G) =

PB)y=§

d
) P(R) =

P(G) =

P(B) =

P(R) =

P(G) =

P(B) =

Consideremos ahora el experimento de hacer girar dos veces la
manecilla sobre una caratula como la que se ilustra.

=

PROBABILIDAD ¥ ESTADISTICA 263

Podemos, en la forma acostumbrada, representar los eventos
“caer en rojo”, “caer en gris” y “caer en blanco” por medio de las
letras R, G y B y determinar los resultados posibles con un diagra-
ma. Esto es:

Primer giro Segundo giro

R

R > G

,.
@

B G

B

Ejercicio 13. En relacién al diagrama anterior, jcuantos son
los resultados posibles? ;Puede usted decir si estos resultados
son igualmente probables? Si no es asi, con ayuda de su maestro
determine la probabilidad de cada uno de estos resultados.

Ejercicio 14. Considere ahora el experimento de hacer girar tres
veces la manecilla en la siguiente caratula.
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De acuerdo con esto, complete el siguiente diagrama para de-
terminar los resultados posibles,

Primer giro Segundo giro Tercer giro

-<R
— G
R B

Conteste ahora las siguientes preguntas:

a) ¢Cuantos son los resultados posibles de acuerdo con el dia-
grama anterior?

b) ¢Son estos resultados igualmente probables?

¢) ¢Cuél es la probabilidad del evento R, R, R?

d) ¢Cuil es 1a probabilidad de obtener R en al menos un giro?
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3. PROBABILIDAD DE LA INTERSECCION
DE EVENTOS

Ya que los eventos son conjuntos, la interseccién de dos eventos
se forma con los elementos comunes a ambos eventos.

Por ejemplo, consideremos el siguiente experimento: suponga-
mos que hacemos girar la manecilla de una caritula como la que
se ilustra; registramos el resultado; hacemos girar nuevamente la
manecilla y volvemos a registrar el resultado.

En relaci6n a este experimento deseamos obtener la probabilidad
del evento “caer en rojo en el primer giro” y del evento “caer en blan-
co en el segundo giro”. También deseamos obtener la probabilidad

/ “Caer en rojo en ¢l primer gire"

\ “Caer en rojo \"Ca'e'r en: blanco en

enel primer giro y el segundo giro”
enblaneoen €l segundo™
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de la interseccién de estos eventos o sea “caer en rojo en el primer La probabilidad de “sacar espada y 4”7 es
giro y caer en blanco en el segundo giro”.

La obtencién de estas probabilidades y la interseccién de estos
eventos se aprecia claramente en el diagrama anterior en donde se La probabilidad de “sacar 7" es
ilustran todos los casos posibles.

En cada resultado el circulo de la izquierda representa el primer

La probabilidad de “sacar oroe” es

La probabilidad de “sacar el 7 de oros” es

giro y el de la derecha el segundo giro. l| b) Exg?en'mento:. De una bolsa con 12 canicas, como las que
La probabilidad de “caer en rojo en el primer gire” es 3/9, ya que se; dlustran, ain.ver seextras; waa:
son 3 los resultados favorables y 9 los resultados posibles. La proba-
bilidad de “caer en blanco en el segundo giro es ya que son O O Q O
. los resultados favorables y | los resultados posi-

Ggw

La probabilidad del evento “caer en rojo en el primer giro y blanco _ |

en el segundo” es 1/9 ya que hay un resultado favorabley = | @) @)
resultados posibles. o | O

Ejercicio 15. De acuerd-o con el experimento, en cada inciso ilus- La probabilidad de “sacar canica roja’ es
tre los eventos que se mencionan y determine las probabilidades que
se indican. La probabilidad de “sacar canica grande” es

. . . - . . . . . . La probabilidad de “sacar canica roja y grande” es

¢) Experimento: Se lanzan dos dados: uno blanco y uno de co-
lor rojo.

=
L 0E OB OO0 08 OE OE

N
LLEY

= o = = » 5 'T‘
=8 s . e - »
ME HE R HE B8 EE
1 2 r: ) 4 5 B i sotue ecaballo rey .
- -
~ Nora: En este diagrama cada punto representa una carta. En particular, el punto E B E] E |- | [ﬁ |"-
indicado con la flecha representa al 2 de espadas.
-
FIE FEE
IR e =
H £ ] ] ]

sae
sea

a) Experimento: sacar una carta al azar de una baraja espanola. ' E|
La probabilidad de “sacar espada” es
La probabilidad de “sacar 4” es .

LR )
sE
s
Ll
» @
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La probabilidad de “sacar mas de 4” con el dado blanco es
La probabilidad de “sacar menos de 3” con el dado rojo es

La probabilidad de “sacar mas de 4” con el dado blanco y menos

de 3 con el dado rojo es

d) Se lanzan 3 monedas.
La probabilidad de sacar al menos 2 aguilas es

La probabilidad de sacar al menos un sol es

La probabilidad de sacar al menos 2 4guilas y al menos un
sol es

Ejercicio 16, En cada uno de los siguientes incisos estan ilus-
trados algunos eventos en relacién a un experimento al azar. Enun-
cie estos eventos tal como se hace en el inciso a).

a) Experimento: De una bolsa con 16 canicas, como las que se
ilustran. sacar una,

'Sacar cani “'Sacar canid

ca chica™ ca roja”

( -

“Sacar canica
chica y foja™

b) Experimento: De una baraja de 52 cartas, como las que se
ilustran, extraer una.

Nora: En este diagrama cada punto representa una carta, por cjemplo, el punto
indicado con la flecha representa al 4 de tréboeles.

K

Extraer
ey

¢) Experimento: De un conjunto de ratones blancos y grises co-
mo el que se ilustra, se toma uno al azar.

’.'_\‘_wu ‘?'"l.-«—., r_Lw-:.--._,
Sy E—X% — =
™ e P},——\ ™
4 ;‘: -
L__ IIIIII Y "‘_“_‘;::T.h“ n.j S _-'-AL-

‘Sacar ratém
con hidrofohia

Norta: El contorne de color en algunos ratones indica que tienen hidrofobia,
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d) Experimento: Del conjunto de maices que se ilustra se toma
uno al azar.

_ "Tomar maizr
blanco e hibrido™

MNora: En la ilustracién, los maices hibridos son de mayor tamafo.

e) Experimento: Se lanzan dos dados, uno blanco y uno de color.

“Sacar ‘3 con.
‘el dado blanco”

08 oE (0| 6 HE
0E | DE| oE
O OE|0E| R B DO
AF O |00 0 50 o6

oo DE/@ AE\E0 D0
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Si llamamos A al evento “sacar 3 con el dado blanco” y llama-
mos B al evento “sacar 5 con el dado rojo”, A N B es el evento “sacar
3 con el dado blanco vy 5 con el dado rojo”. Entonces tenemos

6 1

PA) =%~

6 1

PE)=%"3
P(ANB) = —
= 3%

Ejercicio 17. Utilizando una notacion como la anterior encuen-
tre las probabilidades de los eventos en cada uno de los incisos del
ejercicio anterior (como se hizo en el inciso e)).

4. PROBABILIDAD DE LA UNION DE EVENTOS

En los cursos anteriores hemos visto que cuando queremos de-
terminar la probabilidad de la unién de dos eventos A y B, se pueden
presentar dos casos: primero, que los conjuntos A y B sean ajenos,
segundo que no lo sean, Ilustremos con dos sencillos ejemplos estos
dos casos.

Caso de eventos ajenos

Supongamos que en una escuela el cuadro de honor estd forma-
do por 12 alumnos. A este cuadro de honor pertenecen 5 ajedrecistas
y 4 seiioritas. Tal como se muestra en la ilustracion de la Pag. 271

Si queremos saber, al elegir al azar un alumno del cuadro de
honor, cuél es la probabilidad de que resulte una senorita o un
ajedrecista, simplemente contamos el ntmero de ajedrecistas, en
este caso 5 y el nimero de damas en este caso 4.

La suma de estos nameros, es decir 9, son los casos favorables,
como hay 12 alumnos en el cuadro de honor son 12 los casos posi-
bles, de manera que la probabilidad pedida es 9/12.
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CUADRO DE HONOR

Serioritas

Ajedreristas

Si llamamos A al evento “elegir una sefiorita”, B al evento “elegir
un ajedrecista” y A U B al evento “elegir una seforita o un ajedre-
cista” tenemos

-3
P(AUB)= 3
Ademds, también podemos observar que
= —§-
P(A) 13
y que
-4
P(B) = 15
P(A U B)=P(A) + P(B)

Caso general

Supongamos, como en el caso anterior, un cuadro de honor for-
mado por 12 alumnos. A este cuadro también pertenecen 5 ajedre-
cistas y 4 sefioritas, s6lo que ahora hay 2 senoritas que son ajedrecis-
tas, como se muestra en la ilustracién, Llamemos A al evento “elegir
una sefiorita” y B al evento “elegir un ajedrecista”.
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CUADRO DE HONOR

Senoritas

Ajedrecistas

Queremos saber, al elegir al azar un alumno del cuadro de ho-
nor, cudl es la probabilidad de que resulte una sefiorita 0 un ajedre-
cista. Es decir, queremos obtener P(A U B).

No podemos ahora sumar el numero de senoritas y el numero
de ajedrecistas y decir que 9 son los casos favorables, ya que obser-
vando la ilustracion nos damos cuenta de que los casos favorables son
7. Observe que en este caso no se verifica la formula

P(A U B) =P(A) + P(B)

(sélo cierta cuando A y B son ajenos).
En cambio se verifica la formula

P(A UB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Ejercicio 18. De acuerdo con el experimento de cada inciso, ilus-
tre los eventos que se mencionan, determine las probabilidades que
se piden y compruebe que P(A U B) = P(A) + P(B) sdlo cuando
Ay B son ajenos.
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a) Experimento: De un conjunto de canicas como el que se ilus-
tra, se toma una al azar.

o O @

o o ©O

O O
Evento A: “Tomar una canica roja” P(A) =
Evento B: “Tomar una canica gris” P(B) =

Evento A U B: “Tomar una canica roja o gris” P(A U B)

b) Experimento: De un conjunto de canicas como el que se ilus-
tra, se toma una al azar.

e © e O O O
o o o @ @ @

o o o O O O

Evento A: “Tomar canica grande” P(A) =
Evento B: “Tomar canica blanca” . PB)y=§

Evento A U B: “Tomar canica grande o blanca” P(AUB) =
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¢) Experimento: Sacar una carta al azar de una baraja espa-
nola.

SN © X

1 2 3 4 5 6 7 sota caballe rey
Evento A: “Sacar copa” P(A) =
Evento B: “Sacar rey” P(B) =
Evento A U B: “Sacar copa o rey” P(AUB) =

d) Experimento: Se hace girar 2 veces la manecilla de una ca-
ratula,

Primer giro Segundo giro Primer giro

Primes gire Sezundo giro Primey giro

Segundo gire



276

MATEMATICAS TERCER CURSO
La probabilidad de “obtener rojo en el primer giro” es
La probabilidad de “obtener gris en el sezundo giro” es
La probabilidad de “obtener rojo en el primer giro o gris en

el segundo” es

e) Experimento: De una baraja americana se extrae una al azar.

La probabilidad de “obtener as” es
La probabilidad de “obtener trébol” es
La probabilidad de “obtener as o trébol” es

f) Experimento: Se lanzan tres monedas, una de oro, una de
plata y una de cobre.
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Evento A: “Sacar dos soles” P(A) =
Evento B: “Sacar al menos un éguila” P(B) =

Evento A U B: “Sacar dos soles o al menos

[

un dguila” P(A U B)

5. EVENTOS INDEPENDIENTES

Si lanzamos un dado y después lanzamos una moneda, parece
natural aceptar que e] resultado de la primera accién no influye de
ninguna manera sobre el resultado de la segunda accién. Es decir,
parece natural aceptar que el resultado que se obtenga al lanzar la
moneda es independiente del resultado que se haya obtenido al lan-
zar el dado.

Veamos esto con un poco mas de detalle.
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Los resultados posibles del experimento lanzar un dado y después
lanzar una moneda pueden apreciarse ficilmente en el siguiente
diagrama.

LR B
s
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Si denominamos con A al evento “sacar 3” y con B al evento “sa-
car dguila”, podemos denominar al evento “sacar 3 y después dguila”
con A N B.

En relacién al experimento y de acuerdo con esta notacién ob-
serve usted que;

|
P(A) =%
1
P(B) =3
1
1
P(ANB) = T3 (ya que hay 12 resul-

tados equiprobables)
Observe usted que, en particular,

P(A)-P(B) = P(A N B)

Para reafirmar lo dicho anteriormente diremos que, en relacién
a este experimento, es razonable aceptar que si al lanzar el dado cae
3, este resultado no influye sobre la probabilidad de que al lanzar
la moneda resulte dguila. En este sentido decimos que los eventos
A y B son independientes.

Con el fin de ir precisando la idea de eventos independientes
consideremos ahora el siguiente experimento:

Dispongamos de una bolsa con tres canicas, una blanca, una
roja y una gris. El experimento consiste en lo siguiente: Se revuelven
las canicas, se extrae una, se anota su color y se regresa a la bolsa,
nuevamente se revuelven las canicas, se efectia una segunda ex-
traccién y se anota el color de la canica extraida.

Aun sin realizar el experimento podemos hacer un andlisis y des-
cribir los resultados posibles por medio del diagrama de la Pag. 280

Supongamos que al realizar el experimento descrito anteriormen-
te, en la primera extraccion resulta canica blanca; regresamos ésta
a la bolsa y efectuamos una segunda extraccién donde resulta canica
roja. Parece natural aceptar que el resultado de la primera extrac-
cion no afecta la probabilidad de obtener canica roja en la segunda
extraccion, Es decir, parece razonable pensar que los eventos “sacar
canica blanca” y después “sacar canica roja” son independientes.
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PRIMERA SEGUNDA
EXTRACCION EXTRACCION

Si lamamos A al evento “sacar canica blanca” y B al evento “sa-
car canica roja’ (habiendo regresado la canica del primer evento),
podemos designar al evento “sacar canica blanca y después sacar
canica roja” con A N B.

Después de resolver el siguiente ejercicio usted podra observar
gue en este caso también se cumple que

P(A)-P(B) = P(A N B)
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Ejercicio.19. En relacion al experimento anterior v de acuerdo
con la notacion mencionada, obienga las siguientes probabilidades

P(A) =
P(B) =
P(A)-P(B) =
P(AnNB) =
PRIMERA SEGUNDA
EXTRACCION EXTRACCION
— ,_—-/.-’f"
; <
/./ T -.\_\\__H .
/ @
/
o
//
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Sin perder de vista los resultados de este experimento, conside-
remos ahora otro experimento parecido.

Dispongamos nuevamente de una bolsa con tres canicas: una
roja, una blanca y una gris. El nuevo experimento consiste en resol-
ver las canicas, efectuar una primera extraccién y sin regresar la
canica a la bolsa, realizar una segunda extraccion.

Los resultados posibles de este experimento podemos apreciarlos
mejor en el diagrama de la Pag. anterior.

Dése usted cuenta de que en el experimento en que después de la
primera extraccion se devuelve la canica a la bolsa, los resultados
posibles son 9. En cambio en este experimento, como puede usted
observar. los resultados son 6.

¢Considera usted que etos 6 resultados son igualmente probables?
Discuta la respuesta con su maestro,

Como hicimos en el experimento anterior, llamemos A al even-
to “sacar canica blanca” en la primera extraccion, B al evento “sacar
canica roja” en la segunda extraccién (sin regresar la canica del
primer evento) y A N B al evento “sacar canica blanca y después
sacar canica roja”.

Imagine ahora que una persona realiza el experimento y efectia
la primera extraccion, pero no le informa sobre el color de la canica
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extraida. ¢Cree usted que el resultado de esta primera extraccién
influye en la probabilidad de obtener canica roja en la segunda ex-
traccion?

Desde luego que si, ya que, por ejemplo, si en la primera extrac-
cién resulta canica roja, esto determina que la probabilidad de ob-
tener canica roja en la segunda extraccion sea cero. Es decir, es
imposible sacar canica roja en la segunda extraccién.

‘ Ejercicio 20 En relacién al experimento anterior, determine las
siguientes probabilidades ayudidndose con el diagrama correspon-
diente.

P(A) =

P8y =

B(4 1 By = S
P(A)-P(B) =

(Es en este caso P(A N B) igual al producto P(A) - P(B)?

Ejercicio 2. pyovéase del material necesario y realizando el ex-

perimento 50 veces obtenga las probabilidades frecuenciales corres-
pondientes a las probabilidades del ejercicio anterior.

AMB
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En los experimentos anteriores como pudo usted apreciar fue
facil intuitivamente darse cuenta de la independencia o la no inde-
pendencia de algunos eventos; sin embargo. en otros experimentos,
como veremos mas adclante, esto no es tan facil.

Por ello es conveniente que aceptemos la siguiente definicion.

En relacion a un experimento al azar, dos eventos sucesivos A
y B son mdependzentes siy soi,ameﬂte 8i
A p(B) = P(A nB)

Esta formula serd nuestro instrumento para determinar si dos
eventos son o no independientes, en situaciones donde no es facil
ni intuitivo determinar esto. Veamos el siguiente experimento.

Se hace girar una vez la manecilla en una caratula como la que
se ilustra.

Ahora piense en los eventos “caer en rojo” y “caer en X”. Supon-
ga que usted no mira la cardtula y que una persona hace girar la ma-
necilla pero no le informa si el resultado fue “caer en rojo”. (;Piensa
usted que este resultado influye en la probabilidad del evento “caer
en X7 En otras palabras, ;considera usted que los eventos “caer en
10j0” y “caer en X” son independientes?

Es posible que después de pensar un poco usted determine si los
eventos son o no independientes, pero desde luego nos damos cuenta
de que esto no es ficil.

En casos como éste aplicamos la férmula

P(A)-P(B) = P(A n B)

Llamemos A al evento “caer en rojo”, B al evento “caer en X~

¥y A N B al evento “caer en rojo y en X
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Observando la cardtula determinamos las siguientes probabili-
dades.

P(A) = %
P(A) - P(B) =-§
P(AN B) = 3

Ya que P(A) - P(B) es diferente de P(A M B), los eventos Ay B no
son independientes.

Ejercicio 22. En una caritula como la que se ilustra se hace
girar la manecilla una vez.

Llame A al evento “caer en blanco”, B al evento “caer en Z2” y
A N B al evento “caer en blanco y en Z”,

Encuentre las probabilidades que a continuacién se indican.
P(A) =
P(B):—
P(A)-P(B) =
P(ANB)=

¢Son los eventos A y B independientes?

Ejercicio 23. En relacién al experimento de cada inciso indique
si los eventos que se mencionan son o no independientes. Sugeren-
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cia: construya los diagramas correspondientes, encuentre P(A),
P(B), P(A N B) y utilice la definicion.

a) De una baraja espanola se extrae una carta al azar,
Evento A: “Sacar oro”
Evento B: “Sacar 7"

b) De una baraja americana se extrae una carta al azar.
Evento A: “Sacar 107
Evento B: “Sacar 5"

c) Se lanzan dos dados, uno blanco y uno de color.
Evento A: “Sacar 3 con el dado blanco”
Evento B: “Sacar 5 con el dado de color”

d) Selanzan 3 monedas
Evento A: “Sacar al menos un aguila”
Evento B: “Sacar dos soles”

e) De un conjunto de canicas como el que se ilustra se toma
una al azar.

O O

Evento A:—“Tomar canica gris”

Evento B: “Tomar canica blanca”
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Filésofo griego del siglo v A.C., que sentd las bases de la légica formal, uno
de los pilares del pensamiento cientifico actual

OCTAVA UNIDAD

LOGICA Y CONJUNTOS

En cursos anteriores iniciamos el estudio de las proposiciones. Ya
sabemos que. . .

Por ejemplo, las siguientes son proposiciones. (Diga usted cual
es falsa y cudl es verdadera.)

a) Radl Capablanca fue campeén de ajedrez.

b) La Constitucién que nos rige se promulgé en 1917,
c) El Sol gira alrededor de la Tierra.

d) Quetzalcbatl es un dios en la mitologia maya.

e) Las briofitas son plantas que tienen clorofila.

f) El nimero atémico del sodio (Na) es 8.

g) Un tridngulo no puede tener dos dngulos rectos.

h) Todo niimero primo es divisible entre 2.

i) La litosfera es la parte liquida de nuestro planeta.
J) Hay vida en el planeta Japiter.

En cambio, los siguientes enunciados no son proposiciones. (Diga
usted por qué.)

a) ;Hola, querida!

b) Trae un libro de la biblioteca.

¢) jVamonos a la huelga!

d) ;Qué edad tienes?

€) Superémonos con el estudio.

f) (Feliz ano nuevo!

g) El inventd la telegrafia inaldmbrica.

h) Fue el primer astronauta que llegé a la Luna.
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i) Ellos descubrieron América.
j) x es el cuadrado de 8.
k) * +2x +5 =

Recordemos que se acostumbra denotar proposiciones con le-
tras mintsculas del alfabeto.

Asi, por ejemplo, podemos denotar la proposicién “Raul Capa-
blanca fue campeén mundial de ajedrez” con la letra p. Esto es,
p = “Ratl Capablanca fue campeén mundial de ajedrez”.

Recordemos también que a partir de una o vari@s proposiciones
se pueden formar otras proposiciones utilizando conectivos logicos.

Ejemplos,

a) Con la proposicién “Los dngulos interiores de todo tridngulo
suman 180°” se puede formar la proposicién: “Es falso que
los angulos interiores de todo tridngulo suman 180°7,

Si llamamos p a la primera proposicion, entonces la segunda,
que es la negacion de p, se puede denotar como ~ p.

b) A partir de las proposiciones r y s, tales que

r = “La vitamina D es antirraquitica” y
s = “La vitamina D es una sustancia catalizadora”,

se puede formar la proposicién “La vitamina D es antirraqui-
tica, y es una sustancia catalizadora”. Esta nueva proposicion
es una conjuncion y se puede denotar como 7 A s.

¢) Con las proposiciones m y p se puede formar la disyuncion
m \/ P:
m = “El Sol es una estrella”.

p = “El Sol es centro del Sistema Solar”.
m Vv n = “El Sol es una estrella o es centro del Sistema Solar”,

Las P”ﬁposacwnes que se constmyen con otms proposzcwnes yf lm
‘conectivo légico son verdaderas o falsas en funcién de la ver-

dad o falsedad de las proposiciones que las fm"man y, qdemas;-__ -
del conectwn que se haya usado. ._

A continuacién estudiaremos dos tipos de proposiciones que se
forman utilizando otras proposiciones ya dadas y nuevos conectivos
légicos.
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1. IMPLICACIONES

Tanto en el lenguaje cotidiano, como en el lenguaje cientifico y
tecnico encontramos con mucha frecuencia proposiciones como las
siguientes:

a) Si Juan estudiara, entonces obtendria buenas calificaciones.
b) Si el Sol fuera una estrella, entonces tendria luz propia.

c) Silos lados de un cuadrilatero ABCD fueran paralelos dos a
dos, entonces ABCD seria un paralelogramo.

En Logica estas proposiciones se formulan de la siguiente manera:

a) Si “Juan estudia” entonces “Juan aprueba el examen”.
b) &i “El Sol es una estrella” entonces “El Sol tiene luz propia”,

¢) 8i "Los lados del cuadrilatero ABCD son paralelos dos a dos”
entonces “El cuadrildtero ABCD es un paralelogramo”.

Al formularlas en esta forma, observamos que cada una de las
proposiciones fue construida con dos proposiciones y el conectivo
légico si. .. entonces. ..

Se da el nombre de impllcacmn a toda preposwzcm que se ccms
 truye con otms dos propt)szczones y el conectivo si. . . entonces

Ejercicio 1. Sefale en cada inciso, las proposiciones que for-
man la implicacién dada,

a) Si fuera primavera, entonces las golondrinas anidarian.

b) Si mi automévil no tuviera gasolina, entonces no caminaria.

c) Si trabajara mas, entonces viviria mejor.

d) Si mi abuelita fuera bicicleta, entonces tendria ruedas. (Ex-
presion popular,)

e) Si el Psicoanilisis fuera una ciencia, entonces Sigmund Freud
seria un cientifico,

f) Si las sales fueran compuestos, entonces el cloruro de sodio
serfa un compuesto.

g) Si todos lo$ dtomos tuvieran valencia 2+, entonces un atomo
de hidrégeno tendria valencia 2+.
h) Si x fuera 8, entonces x + 8 seria el nimero 16.

i) Silos multiplos de 35 fueran divisibles entre 3, entonces 105
seria divisible entre 3.
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En una implicacién se acostumbra llamar antecedente y conse-
cuente a las proposiciones que la forman.

“Si entonces

ANTECEDENTE CONSECUENTE
(1la, Proposicién) (2a. Proposicion’)

Ejercicio 2, En cada implicacion del ejercicio anterior indigue
cudl es el antecedente y cuil el consecuente.

En implicaciones como las que hasta ahora hemos visto se afir-
ma que del antecedente se llega al consecuente, o dicho de otra
manera que del antecedente se deduce, se infiere, se concluye, se
sigue, el consecuente,

Por ejemplo, en la proposicién “Si las sales fueran compuestos
entonces el cloruro de sodio seria un compuesto” se estd atirmandao
que partiendo del supuesto “las sales son compuestos” se llega a
concluir que “el cloruro de sodio es un compuesto”.

La verdad de implicaciones como las que estamos manejando de-
pende de que partiendo del antecedente, y por medio de un razona-
miento “correcto”, efectivamente se llegue al consecuente.

Por ejemplo, la implicacién “Si las sales fueran compuestos, en-
tonces el cloruro de sodio seria un compuesto” es verdadera pues
partiendo del antecedente llegamos al consecuente con el siguiente
razonamiento:

Puesto que suponemos que las sales son compuestos y sabemos
que el cloruro de sodio es una sal, debemos concluir que el cloruro
de sodio es un compuesto.

~ También es verdadera la implicacién “Si los miltiplos de 35 fue-
ran divisibles entre 3, entonces 105 seria divisible entre 3", pues
si suponemos que los multiplos de 35 son divisibles entre 3.y sabe-
mos que 105 es multiplo de 35. deducimos que 105 es divisible entre
3. (En este ejemplo conyiene observar que el antecedente de la
Proposicion es falso.)

Ejercicio 3. Muestre usted que las implicaciones a), b). ¢),
d) y g) del ejercicio 1 son verdaderas.
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Ahora estamos ya en posibilidad de determinar cuando una im-
plicacién, como las que hemos tratado, es falsa, Una implicacion
es falsa cuando partiendo del antecedente y razonando “correcta-
mente” no se concluye, no se deduce €l consecuente.

Por ejemplo, es falsa la implicacién siguiente:

“Si las sales son compuestos, entonces el Acido clorhidrico es un
compuesto”.

Es falsa porque a partir del supuesto de gue las sales son com-
puestos, no podemos concluir que el 4dcido clorhidrico sea un compues-
to, pues sabemos que este dcido no es una sal. (Obsérvese que el
acido mencionado si es un compuesto; pero como este hecho no
se deduce del antecedente dado, afirmamos que la implicacién es
falsa.)

La implicacién “si x fuera el numero 8, entonces 3x* + 5 seria
€l nidmero 100” también es falsa porque al suponer que x = 8 ten-
dremos entonces que 3x* + 5 = 3(8)? + 5 = 197 y 197 no es igual
a 100.

Ejercicio 4. Senale usted cudl de las siguientes implicaciones
es verdadera v cudl es falsa.

a) Si Japiter fuera un planeta, entonces Jupiter poseeria luz
propia,

b) Si las ballenas fueran peces, entonces tendrian agallas.

¢) Si todos los animales tuvieran plumas, entonces el hombre
poseeria plumas.

d) Si los roedores fueran mamiferos, entonces la rata no seria
un mamitero.

e) Si el nimero atémico del uranio fuera 2, entonces el uranio
poseeria 5 protones en su nucleo.

£) Si la velocidad del sonido fuera de 100 m/seg, entonces una
velocidad 5 mach seria de 10 800 km/h.

g) Si a® + b® fuera un polinomio, entonces a* + b* + a no seria
un polinomio.

Ejercicio 5, Tal como se hace en a), en cada inciso construya
usted una implicacién verdadera tomando como consecuente alguna
de las proposiciones que se numeran.

a) Si todas las plantas realizaran la fotosintesis, entonces. . .

1. Todas las plantas tendrian clorofila,
2. Algunas plantas carecerian de clorofila.
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b) Si la figura A fuera un tridngulo rectangulo, entonces. ..

1. la figura A tendria un angulo recto. A
2. la figura A tendria 4 dngulos rectos.

¢) Si la expresién “La Luna” fuera una oracion, entonces. ..

1. la expresién “La Luna” seria unimembre,
2. la expresion “La Luna” tendria sujeto y predicado.

a am
d) Si — = ——, entonces. ..
) lb bm
1. a=£h
g 2 _ 18
5 30

e) Si Caracas fuera la capital de Argentina, entonces. ..

1. Caracas seria una ciudad argentina,
2. Caracas seria una ciudad venezolana.

f) S8i 7 =4 + 4, entonces. ..

1.7+3=(4+4)+2
9. 7T+1=(4+4)+L

g) Si los helechos fueran angiospermas, entonces. ..

1. los helechos tendrian flores.
2. los helechos efectuarian la fotosintesis.

h) Si las gimnospermas carecieran de flores, entonces. ..

1. los helechos carecerian de flores.
2. los ahuehuetes carecerian de flores.

i) Si los abetos fueran teridofitas, entomnces. ..

1. los abetos se reproducirian por esporas,
2. los abetos no se reproducirian por esporas.

j) Si los Estados Unidos Mexicanos fueran una Reptblica cen-
tralista, entonces. ..

1. el estado de Chihuahua seria libre y soberano.
2, el estado de Chihuahua no seria libre y soberano.
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k) Si los 4dngulos de cualquier tridngulo sumaran 180°, en-
tonces. . .

1. un angulo de cualquier tridngulo seria menor que 180°
2. un 4ngulo de cualquier tridngulo seria igual a 180°,

1) Si la velocidad de la luz fuera de 300 000 kilémetros por se-
gundo, entonces. . .

1. la luz recorreria la distancia de 2 100 000 km en 5 se-

gundos.
2. la luz recorreria la distancia de 2 100000 km en 7 se-

gundos
m) Si los digitigrados fueran herbivoros, entonces. ..

1. los leones serian carnivoros.
2. los leones serian herbivoros,

n) 8i 5 + 1 = 10, entonces. ..

1. 2(5% + 1) = 20
2.5 + 1 = 26.

o) Si a® fuera igual a 1, entonces. ..
i

1. Aplicando la ley de los exponenties, i 1
2. a" + a® = 0.

p) Si a' fuera igual a 0, entonces. ..

5

e
8|8

= Q,

5

2. aplicando la ley de los exponentes, o

= 0.

q) Si el deuterio fuera un isotopo del hidrégeno, entonces. .

1. el deuterio tendria nimero atéomico 1.
2. el deuterio seria un mat(_arial fisionable.

r) Si el nitrégeno tuviera valencia cero, entonces, ..

1. seria un gas noble.
2. serfa un gas inestable.

s) Si al reaccionar una base con un 4acido se obtiene una sal, en-
tonces. . .

1. de la reaccién HCIl + NaOH, resultaria una sal.
2. de la reaccién HCl + NaOH se generaria calor.
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t) Silos neutrones tuvieran carga eléctrica positiva, entonces. . .

1. los electrones y neutrones se atraerian.
2. los protones y neutrones se atraerian,

Ejercicio 6. Complete usted las siguientes implicaciones de ma-
nera que obtenga implicaciones verdaderas.

a) Si todos los enunciados fueran oraciones, entonces

b) Si el conjuntc A fuera un subconjunto de B, entonces

c) Si todos los triangulos fueran rectangulos, entonces

d) Sia® = 0,

entonces
e) Si Juan y Pedro fueran hermanos y Roberto y Pedro fueran

primos, entonces
1) Si los elementos alcalinos fueran metales y el uranio fuera

alealino, entonces
g) Si el nimero atémico del nitrégeno fuera 14, entonces

h) Silos protones tuvieran igual carga eléctrica que los electrones,

entonces

_ Habra usted observado en los ejercicios 4, 5 y 6, que las proposi-
clones que forman las implicaciones pueden ser verdaderas o falsas
¥ que no hemos utilizado este hecho para determinar el valor de ver-
dad o falsedad de dichas implicaciones. En este curso el Gnico criterio
que utilizaremos para saber cuindo una implicacién es verdadera o
falsa es el que ya hemos senalado,

Sin embargo, conviene conocer una propiedad de las implicacio-
nes verdaderas que depende del valor de verdad o falsedad de las
p.roplosiciones que las forman. Si realiza usted los ejercicios 7 y 8
slguientes conocera esa propiedad.
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Ejercicio 7. En los ejercicios 4 y 5, determine en cada implica-
cion, las proposiciones gue la forman e indique si son verdaderas o
falsas. (Discuta los resultados con su maestro y sus companeros.)

Fjercicio 8. Clasifique usted las implicaciones verdaderas de los
ejercicios 4 y 5 en dos grupos: las que tienen antecedente verdadero
y las que tienen antecedente falso. Observe usted la verdad o false-
dad de los consecuentes en cada grupo y complete usted la siguiente
expresion:

En las implicaciones verdaderas observamos que si el ante-
cedente es verdadero, entonces el consecuente €8 ————————
(verdadero,

faln), nunca se da el caso de que el consecuente sea
£d1s0 ) ;

(verdadero, falso)

(Observe usted lo que pasa cuando el antecedente es verdadero
y el consecuente falso.)

Esta propiedad de las implicaciones verdaderas que estudiamos
vale para cualquier implicacién y su conocimiento nos serd muy util
al realizar estudios superiores.

Notacién

Las implicaciones se simbolizan como en el siguiente ejemplo:

Consideremos la proposicion “Si los carnivoros son mamiferos,
entonces el leén es un mamifero” y simbolicemos con una letra las
proposiciones que la forman.

p = “los carnivoros son mamiferos”.
g = “el leén es un mamifero”,

Partiendo de esto, la implicacién considerada se simboliza asi:

I

P—r >4

(Léase: Si p, entonces gq.)

2. EQUIVALENCIAS

En matemdticas se presentan con mucha frecuencia afirmacio-
nes como la siguiente:
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a ¢
b d

A expresiones como é€sta, que consta de dos proposiciones p ¥ ¢
ligadas por el conectivo légico “si y soélo si”, se les llama equivalen-
cias.

A las equivalencias se les debe considerar como la forma abre-
viada de indicar una doble implicacion. Por ejemplo, con la equi-
valencia mostrada, en realidad se esti afirmando que:

“«

si y s6lo si ad = ge”

a c
“Si — = —, entonces ad = bc
b d '
En una equivalencia se afirma que de una proposicion p se de-
duce una proposicion g |y| que de la proposicion g se deduce la pro-
posicién p.

'y | si ad = bc entonces

Sl s

Ejemplos,

a) La equivalencia
‘a=b +csiysolosia+ m=(b+c)+m”
es una forma abreviada de la proposicién

“Sia =Db+ centoncesa +m = (b +¢c) +m
y|sia+m=(b+c)+ m entonces a =hb + ¢”,

b) Al decir que “La plata tiene la misma valencia que el car-
bono si y sélo si la plata tiene valencia 47, se esta afirmando
que “Si la plata tuviera la misma valeucm del carbono, en-
tonces la plata tendria valencia 4 |y | que si la plata tuviera
valencia 4, entonces tendria la misma valencia del carbono”.

¢) Afirmar que “Los animales son peces si y s6lo si los animales
tienen branquias”, equivale a afirmar que “Si los animales fue-
ran peces, entonces los animales tendrian branquias |y| si
los animales tuvieran branquias, entonces serfan peces”.

Ejerciclo. 9. Exprese las siguientes equivalencias por medio de
implicaciones.

a) “El Sol es un planeta si y sélo si el Sol carece de luz propia”
ol |
B2 | "

LOGICA ¥ CONJUNTOS 299

b)

£)

d) ©

£)

g)

“Los ntmeros primos son pares si y solo si los nimeros pri-
mos son divisibles entre 2.

“IL |
."I.l | .

Un movimiento es uniforme si y solo si en ese movimiento
se recorren distancias iguales en tiempos iguales”,

Il |
[ I

Los pinos son gimnospermas si y solo si los pinos tienen flo-

Ies .
“Il |
| i

“El sonido recorre 1 720 metros en 5 segundos si y sélo si el
sonido recorre 2408 en 7 segundos

“I |
] [ "

“El rosal efecttia la fotosintesis si y sélo si el rosal tiene cloro-
fila”.

“I J
¥ | I

“Los tridgngulos ABC y A’B’C’ son semejantes si y solo si los
tridngulos ABC y A’B’C’ tienen 2 angulos congruentes”.

] 1
@ | ==
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h) “Los tridngulos ABC y A'B’C’ son congruentes si y sélo si los
triangulos ABC y A'B’C’ tienen dos angulos congruentes”.

"L |
@ L [

i) “Una persona esta bien nutrida si y sélo si una persona recibe
una alimentacién bien balanceada”,

“ |
& | |”

i) “Un triangulo ABC es equilatero si y sdlo si el triangulo ABC
tiene 2 lados congruentes”.

“L [

| |u

1) “Dos angulos son opuestos por el vértice si y sélo si son con-
gruentes”,

S |
Y] | |

m ) “El cuadrildtero ABCD es cuadrado si y sdlo si el cuadrilatero
ABCD tiene 4 lados congruentes”.

“ |
[¥] |
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"

d o o g e &
nj a 1 si y sola si o an;

o) “El tridngulo de lados a, b, ¢, es rectangulo si y sélo si en el
triangulo de lados a, b, ¢, se tiene que ¢* = a* + b*,

E

Habra usted observado, al trabajar con las equivalencias anterio-
res, que en ellas se afirma que son verdaderas las implicaciones que
las forman.

Es decir, al afirmar que p si y sdlo si g, estamos afirmando que
de p se sigue ¢ y de g se sigue p.

Por supuesto, si esto se cumple, entonces la equivalencia sera ver-
dadera y si alguna de las implicaciones no es verdadera, entonces la
equivalencia sera falsa.

Ejemplos,

a) Analicemos la equivalencia

2

s

si y sdlo si ad = bc”.

e

b
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En ella afirmamos que:

a c £

“Si % = % entonces ad = bc si ad = bc entonces e

La primera implicacién “Si %= % entonces ad = bc” es verda-
dera:
@ a o (ANTECEDENTE)
b~
a . bd ( Multiplicando ambos miembros
g de la igualdad por bd)
apd  cbd (Efectuando la multiplicacién y
F A cancelando)
N\ ad=be (CONSECUENTE)
; a_c¢, bié
La segunda implicaciéon “Si ad = bc entonces 3=3 también
es verdadera:

1 ad = be (ANTECEDENTE)

: ad bc (Dividiendo ambos miembros
bd bd de la igualdad entre bd)
ad * Yo (Cancelando)
bd " pa

v a_¢ (CONSECUENTE)

b d

En virtud de que las dos implicaciones son verdaderas, la equi-

valencia que estamos analizando es verdadera.

b) Veamos ahora si la equivalencia “5 = 4 + 3 si y sdlo si 10 =

14” es verdadera o falsa.

Esta equivalencia se puede expresar asi:

“Si 5 =4+ 3, entonces 10 = 14 [y| si 10 = 14, entonces

5 =4 + 3"
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La implicacién “Si 5 = 4 + 3 entonces 10 = 14", es verda-
dera:

L 5=4 + 3

5:2=(4+3)-2

(ANTECEDENTE)

(Multiplicando ambos miembros
de la igualdad por 2)

10 = 14 (CONSECUENTE)

También es verdadera la implicacion “8i 10 = 14, entonces

b =4 + 3,
10 = 14 (ANTECEDENTE)
10 14 (Dividiendo ambos miembros
R de la igualdad entre 2)
5 =17
5=4+3 (CONSECUENTE)

Por consiguiente, la equivalencia dada es werdadera.

¢) La equivalencia “El cuadrilitero ABCD es cuadrado si y sélo
si el cuadrilitero ABCD tiene 4 lados congruentes” se puede
expresar con la proposicion “Si el cuadrilatero ABCD es cua-
drado, entonces el cuadrilatero ABCD tiene 4 lados congruen-
tes si el cuadrilatero ABCD tiene cuatro lados congruen-
tes, entonces el cuadrilatero ABCD es cuadrado”. Investigue-
mos su verdad o falsedad.

“Si el cuadrildtero ABCD fuera cuadrado, entonces el cuadrili-
tero ABCD tendria cuatro lados congruentes”.

“El cuadrilitero ABCD es (ANTECEDENTE)
cuadrado”

Los cuadrados tienen 4 la-
dos congruentes.

“El cuadrilatero ABCD tie- (CONSECUENTE)

ne 4 lados congruentes”.

La implicacién es verdadera.
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“g; el cuadrilatero ABCD tuviera 4 lados congruentes, entonces
el cuadrilatero ABCD seria cuadrado”™

“El cuadrilatero ABCD tie- (ANTECEDENTE)
ne 4 lados congruentes”.

Los cuadriliteros de 4 la-
dos pueden ser cuadra-
dos o rombos. Por lo
tanto, no estamos obli-
gados a aceptar que:

“El cuadrilitero ABCD es (CONSECUENTE)
cuadrado”

La implicacién es falsa.

Ahora bien, como una de las implicaciones resulté falsa, en-
tonces la equivalencia es falsa.

Ejercicio 10. Determine la verdad o falsedad de las equivalen-
cias del ejercicio anterior,

Notacién: Una equivalencia con proposiciones p y g que se acostum-
bra denotar asi:

pa——r——¥q

(Léase: p si y sélo siq)
Ejercicio 11. Indique el significado de la siguiente expresion:

peg=(p->9 N (@ p)

En las equivalencias p < ¢, que llevamos vistas hasta aqui he-
mos determinado su verdad o falsedad considerando el valor de ver-
dad o falsedad de p - g y ¢ — p y no el valor 16gico de p y de g.

En cursos anteriores se definirdn los valores légicos de las equi-
valencias directamente a partir de la verdad o falsedad de sus pro-
posiciones p y g y esa definicién resultard comprensible si se domina
el contenido de esta unidad.

Las implicaciones y las equivalencias son de uso funda-
mental en las matemdticas: los axiomas, los teoremas y las
definiciones son, esencialmente, intplicaciones o equivalencias.

APENDICES
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